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KAPITEL 1

Analysis |

1.1 Mengensprache, Induktion, Relationen, Zahlbereiche

1.1.1 Mengen und Mengenverkniipfungen

Definition 1.1.1 (Menge). Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von
Objekten zu einem Ganzen. Diese Objekte heiflen dann Elemente der Menge.
Ist x ein Objekt der Menge M, dann schreiben wir x € M. Ist x kein Objekt
der Menge M, dann schreiben wir x & M.

Bemerkung 1.1.2. Mengen lassen sich beschreiben durch

e Aufzihlen der Elemente mit Mengenklammern {...}, oder
e Angabe einer Eigenschaft E, die die Elemente beschreibt
{z | z hat die Eigenschaft E'} .
Beispiel 1.1.3. o M = {® & &b KR}
o M = {&b|db ist griin}
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o M = {Student | Student sitzt in diesem Horsaal}

o M =@ ={} +— Leere Menge

Man kann mit Mengen operieren

Definition 1.1.4 (Mengenverkniipfungen). Es seien M, N, My, My, ..., My
Mengen.

1. Die Vereinigung von M und N ist die Menge
MUN ={x|z € M oder x € N}.

Esistalsoxr e MUN «<— ze€ MVzxe N.

2. Der Schnitt von M und N ist die Menge
MNN={zx|zre Mundz e N}.

Esgilt alsor e MNN < xe M Nz € N.

3. M heilt Teilmenge von N, wenn jedes Element aus M auch ein Element
in N ist. Wir schreiben dann M C N oder auch N O M. Es ist

MCN <= Vz:(zeM=a2€N) < VeeM:xeN.

4. Die Differenz von M und N ist die Menge
M\N={z|zxreMundx g N}.
Damit ist t e M\ N <= z € M A—=(x € N)
5. Ist M C N, so ist das Komplement von M (beziiglich N ) die Menge
M ={z|z e Nund z & M},
alsor € M <= z e NA=(z e M).
6. Die symmetrische Differenz von M und N ist die Menge

MON = (M\ N)U (N \ M).
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7. Das Kreuzprodukt von M und N ist die Menge
M x N ={(m,n)|mée& Mundn € N}

und die Elemente von M x N nennt man auch Paare.
Analog definieren wir das Kreuzprodukt mehrerer Mengen als

M1 XMQ X oo, ka:{(ml,mQ,...,mk)]Vi:miEMi}
und ihre Elemente heiflen k- Tupel.

Bemerkung 1.1.5. e Istin 4. M NN = &, dann ist N \ M = N und
M\N =M.

e Istin4. M C N, dannist N\ M = M und M\ N = @.
e Esist®

M=N<+= MCNANCM
<~ Vr:(zeM =z N)AVx:(z € N= 2 M)
< Vz:((reM=z€N)AN(z€N=z€M))
< Vr:(reM <= z€N).

e Esist M X NxP#(MxN)xP+#MXx (N xP).

Satz 1.1.6 (Rechenregeln fiir Mengenverkniipfungen). Es seien M, N und P
Mengen. Dann gilt

MUN=NUM

L MNN=NNM

, (MUN)UP=MU(NUP)

" (MNN)NP=MnN(NNP)

, (MUN)NP=(MNP)U(NNP)
" (MNN)UP=(MUP)N(NUP)
4. (MOC = M

M Die letzte Aquivalenz ist genau der Ansatz fiir den Beweis einer Mengengleichheit.
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(M NNt =mCuNE

g (MUN) =Mt NE

De Morgansche Regeln

6. MUug=Mund MNZ =9
7. MON=(MUN)\ (MNN)

Die Aussagen aus Satz 1.1.6 beweist man, indem man zu der logischen Formu-
lierung iibergeht. Wir erldutern das am Beispiel M UN = N U M. Der entspre-
chende logische Ausdruck, der zu zeigen ist, ist t € M UN <= x € NU M.
Mit der Definition der Vereinigungsmenge ist das®

(xeMVzxeN) < (reNVzeM)

Dabei kann man im Prinzip auf zwei Arten vorgehen

e Wegen Bemerkung 1.8.6 sind die folgenden beiden Beweise gleichwertig:

— Zeige, dass die gesamte Aussage eine Tautologie ist. Hierbei kann man
eine WWT benutzen oder durch Umformung mit den Rechenregeln
aus dem Anhang das Ergebnis bekommen.

— Zeige, dass die WWT beider Seiten der Aquivalenz, das gleiche
Ergebnis liefern.

e Zeige, durch Umformllng und mit Hilfe bekannter Aquivalenzen, dass aus
der linken Seite der Aquivalenz die rechte Seite folgt, und umgekehrt.

Bemerkung 1.1.7. Graphisch kann man sich die Verkniipfungen sehr gut mit
Venn-Diagrammen veranschaulichen. Mit ihnen lassen sich Mengengleichheiten
sehr gut auf Plausibilitat iiberpriifen — Achtung: Thre Verwendung ersetzt
keinen formalen Beweis.

Bezeichnung 1.1.8. Ist I eine beliebige Indexmenge und M = {M, |« € I}
eine Menge von Mengen™. Dann schreiben wir

WM :={z|Vael:zeM,},
UM ={z|3ael:xe€ M,}.

(M Die hier zu zeigende Aussage ist gerade die dritte Aquivalenz aus Beispiel A.8.
(i) Man sagt auch M ist eine Familie von Mengen.
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Abbildung 1.1.1: Venn-Diagramme
‘\l DM .}l U N
@M N N @M \'N
Beispiel 1.1.9. e Es sei die Indexmenge I = {a,b,c,d, e} gegeben und
die Mengen M, = {1,2,3,4,5}, M, = {4,5,8,9}, M. = {1,3,4,5,7,9},

My = {2,4,5,6,8,10}, M, = {1,4,5}. Dann gilt fiir die Familie M =
{M,|a€l}

M ={4,5}, UM =1{1,2,...,10}.

e Es sei M eine Menge und I = M. Definiere nun M, = {x} C M und
M ={M, |z € M}. Dann ist

M=z, UM=M.
e Essei M ={M;|i € N} mit M; ={k € N|k <i}. Dann ist
AM={0}, UM=N.

Definition 1.1.10. Es sei M eine Menge. Die Potenzmenge P (M) von M ist
die Menge der Teilmengen von M, also

PM)={N|NcC M}.
1.1.2 Die natiirlichen Zahlen und das Induktionsprinzip
1.1.2.1 N und seine Verkniipfungen

Wir méchten mit den Elementen einer Menge “rechnen”. Wir werden die
folgende Definition spéter noch etwas prézisieren, siche Definition 1.1.34.



6 1.1 Mengensprache, Induktion, Relationen, Zahlbereiche

Definition 1.1.11. 1. Eine Verkniipfung o auf einer Menge M ordnet jedem
Paar (mq,ms) € M x M ein Element in M zu, dieses nennen wir my o mo.

(a) o heifit kommutativ, wenn

VYmi,mo € M :mqomo =moomy.
(b) o heifit assoziativ, wenn

Vmy, ma,mz € M : (my0mg) omz=myo (myoms).
(c) e € M heifit neutrales Element beziiglich o, wenn

YmeM:moe=eom=m.

(d) m € M heifit inverses Element zu m € M beziiglich o, wenn
mom=mom=e.

2. Das Paar (M, o) heifit Gruppe, wenn o assoziativ ist, ein neutrales Element
besitzt und zu jedem m € M das inverse Element m € M existiert.
Beispiel 1.1.12. Fiir eine Menge M sind N, U, \ und ¢ Verkniipfungen auf

der Potenzmenge P(M).

Die Menge der natiirlichen Zahlen mit ihren Rechenregeln setzen wir hier
als bekannt voraus, werden aber im ndchsten Abschnitt noch einige Details
nachliefern. Die folgende Definition ist insofern eher eine Konvention.

Definition 1.1.13. (Natiirliche Zahlen) Die Menge der natiirlichen Zahlen
ist die Menge

N=40,1,2,3,4,...}.
Wir schreiben
N* =N\ {0} und N=*=N\{0,1,2,... k—1}.

Beispiel 1.1.14. e Die Addition + auf N ist eine Verkniipfung auf den
natiirlichen Zahlen mit den Eigenschaften (a), (b) und (c). Das neutrale
Element ist 0 und dies ist auch das einzige Element, das ein Inverses
besitzt.
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e Die Multiplikation - auf N oder auf N* ist eine Verkniipfung mit den
Eigenschaften (a), (b) und (c). Das neutrale Element ist 1, und dies ist
auch das einzige Element, das ein Inverses besitzt.

e Auf der Menge N gilt zusétzlich noch das Distributivgesetz, das die beiden
Verkniipfungen verbindet

Va,b,ce N:a-(b+c)=a-b+a-c.

1.1.2.2 Axiomatik von IN und vollstandige Induktion

In diesem Abschnitt soll einen kurzen Einblick in die Axiomatik der Natiirlichen
Zahlen gewéhren. Dies ggeschieht ohne Anspruch an Vollstandigkeit sondern
vor allem zur Begriindung des Induktionsprinzips.

Eine schone Einfithrung der verschiedenen Zahlbereiche N, Z, QR und C
findet man etwa in dem Buch [La]. Auch wenn das Vorgehen dort von unserem
hier und in Abschnitt 1.9 vorgestellten abweicht, werden einige Dinge auch
dghnlich behandelt.

Definition 1.1.15 (Axiomatik der natiirlichen Zahlen).

1. Die Peano-Axiome zur Einfithrung der natiirlichen Zahlen sind
(PAO) 0 e N

Es gibt eine Zuordnung v, die fiir jede natiirlichen Zahl n eine neue
natiirliche Zahl v(n) liefert. Diese Zahl nennen wir den Nachfolger von n.
Die Nachfolgezurordnung v erfiille

(PA1) Vk € N : (k) £0
(PA2) Vk, 0 e N: (v(k) =v(l) = k=)
(PA3) Fiir jede beliebige Menge M gilt

@eMAWGN:%eMzﬁw@eszﬁNCM.

Zusatz: Setzt man in (PA3) M C N voraus, so folgt schon M = N.
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2. Auf N sind durch die folgenden Festlegungen zwei Verkniipfungen + und

- erkléart:
(VAL) k40 :=
(VA2) k+v(l) :=v(k+10)
(VA3) £-0=0
(VA4) k-v(l) = (k-0)+k

Setzt man v(0) := 1, so folgt v(k) =k + 1.
Mit Hilfe der obigen Axiome lassen sich nun die bekannten Rechenregeln fiir
natiirliche Zahlen und weitere niitzliche Eigenschaften beweisen.
Bemerkung 1.1.16. 1. +,- sind kommutativ, assoziativ und distibrutiv.
2. Firalle k,¢,ne Ngiltn+k=n+l{=—= k=1

3. Esist N = {0} Ur(N). Damit gilt: fiir alle n # 0 existiert ein n’ € N mit
v(n') =n.

4. Firallen,meNgiltn+m=0= (n=0Am =0).
5. Furallem,ne Ngilt n-m=0= (m =0V n=0).

6. Fiir alle k,{,n e Nmitn#0giltk-n=0-n=— k=~/.

Das Axiom (PA3) liefert direkt die Losung des folgenden Problems:

Es sei A eine Aussageform iiber der Grundmenge N, siehe Definition 1.8.15.
Man kann {A(n)},en als eine Familie von Aussagen interpretieren. Gesucht
ist ein effizientes Beweisverfahren fiir die Aussage

Vn € N : A(n) ist wahr

Satz 1.1.17 (Induktionsprinzip). Sei {A(n)},enzn0 eine Familie von Aussa-
gen, die fiir alle n € N="0 definiert ist. Weiter gelte

(IA) A(ng) ist wahr, und
(IS) Fiir alle £ € N=" gilt: Ist A(£) wahr, so ist auch A( + 1) wahr.
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Dann ist A(n) wahr fiir alle n € N2,

Etwas formaler formuliert lautet das Induktionsprinzip wie folgt:

(A(no) A (ve € N2 ; A(f) = A(f + 1))) — W e N2 ; A(p)

Beweisskizze. Es sei {B(n)},en die Familie von Aussagen mit B({) : <=
A(l + ng). In Termen von B lauten (IA) und (IS)

(IA) B(0) ist wahr, und
(IS) Fiir alle ¢ € N gilt: Ist B(¢) wahr, so ist auch B(¢ 4 1) wahr.

Sei nun M := {m € N| B(m) ist wahr} C N. Dann sind (IA) und (IS) gerade
die Voraussetzungen aus (PA3), sodass mit dem Zusatz nach (PA3) schon
M = N folgt. Das bedeutet: B(n) gilt fiir alle n € N, bzw. A(n) gilt fiir alle
n € N2mo O

Beispiel 1.1.18. Im Folgenden sind immer A(n) und die Giiltigkeitsgrenze
no angegeben (machen Sie sich auch klar, dass diese Grenze jeweils optimal
ist)

1 Zk3 n+1),n0:0

2. Zq = q—ll ng =10

n

1, 22" -1

k=0

4. 3 teilt 13" +2,no =0
5. 47 teilt 72" — 2" ng =0
6. 2" >n% ny=>5

7. Besitzt die Menge M genau n Elemente, dann hat P(M) genau 2"
Elemente, ng = 0.
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1.1.3 Relationen, ganze und rationale Zahlen
1.1.3.1 Grundbegriffe
Definition 1.1.19 (Relation). Es seien M und N Mengen.

1. Eine Relation zwischen M wund N ist eine Teilemenge R C M x N.
2. Ist M = N, also R C M x M, dann heifit R eine Relation auf M.

Ist (a,b) € R C M x N so sagen wir a steht in Relation zu b beziiglich R und
wir schreiben

aNRb

statt (a,b) € R. Ist klar, welche Relation gemeint ist, so schreiben wir noch
kiirzer a ~ b. Fiir spezielle Relationen benutzen wir spéter auch eigensténdige
Symbole.

Beispiel 1.1.20. e S sei die Menge aller Schiiler einer Klasse und N =
{1,2,3,4,5,6}. Die Relation

der Schiiler s hat in der }

R= {(S’ n)€SxN ‘ Klassenarbeit die Note n

ist eine Relation zwischen S und N. Diese nennt sich Notenspiegel.

e S sel wie oben. Die Relation

R = {(31,32) eSxS

der Schiiler s; hat in der Klassen-
arbeit die gleiche Note wie s

Ist eine Relation auf der Menge der Schiiler S.

1.1.3.2  Ordnungs- und Aquivalenzrelationen

Definition 1.1.21 (Eigenschaften von Relationen). Eine Relation R C M x M
auf einer Menge M heif3t

1. reflexiv <= Ya e M :a ~ga
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2.
3.
4.

D.

transitiv <= Va,b,c € M : (a ~g bAb~rc=— a ~pg )
symmetrisch <= Va,be M : (a ~g b= b~p a)
antisymmetrisch <= Va,b € M : (a ~g bAb~pa = a=D0)

total <= Ya,be M :(a ~grbV b ~ga)

Definition 1.1.22 (Spezielle Relationen). Eine Relation R C M x M auf
einer Menge M heifit

3.

. Halbordnung, wenn sie 1, 2 und 4 aus Definition 1.1.21 efiillt.

. Totalordnung oder Ordnung, wenn sie 1, 2, 4 und 5 aus Definition 1.1.21

efiillt.

Aquivalenzrelation, wenn sie 1, 2 und 3 aus Definition 1.1.21 efiillt.

Beispiel 1.1.23. 1. Die Teilbarkeitsrelation auf N*, T' C IN* x N*, ist defi-

niert duch
ar~pb < alb <= FkeN:b=Fk-a

und ist eine Halbordnung.

. Die Gleichheit auf einer Menge M, G C M x M, ist definiert durch

a~gb <= a=0b

und ist eine Aquivalenzrelation.

. Die Ordnungsrelation auf N, O C N x N, ist definiert durch

a~ob <<= a<b <= dkeN:b=a+k
und ist eine Totalordung.

Es sei M eine Menge und P (M) ihre Potenzmenge. Wir definieren die
Relation 7 auf P(M) fiir U,V € P(M) durch

U~V = UCV.

Dies ist eine Halbordnung.
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5. Die zweite Relation aus Beispiel 1.1.20 ist eine Aquivalenzrelation
Bezeichnung 1.1.24. Beziiglich der Ordnungsrelation auf N schreiben wir
auch

e a>b < b<a,

e a<b <= a<bAa#hb,

e a>b << b<a.

Bemerkung 1.1.25. Mit der obigen Bezeichnung gilt insbesondere fiir alle
a,b € N entweder(!) a < b oder a = b oder b < a.

Satz 1.1.26. Die Ordnungsrelation auf N ist im folgenden Sinne mit der
Addition und der Multiplikation vertrdglich. Sind a,b € N mit a < b so gilt
fiir alle c € N

a+c<b+c und a-c<b-c.

Beweisskizze. Wegen a < b gibt es ein £k € N mit b = a 4+ k. Damit ist

a:=a+tc ~

a+c<(a+k)+c <= a+c<(a+c)+k < a<a+k

und ebenso

a:=a-c, k=k-c

a-c<bc < ac<(atk)c < ac<actkc a<at+k.

Die rechten Seiten der Aquivalenzen gelten nun per Definition und somit auch
die linken. O

Definition 1.1.27. Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge M so nennt
man die Teilmenge

la]l. :={be M|b~a}

die Aquivalenzklasse zu a (beziiglich ~). Wenn die Relation klar ist, dann
schreiben wir auch [a].

Satz 1.1.28. Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge M so gilt
[a] = [b] <= a~D.

FEs ist entweder [a] N [b] = @ oder [a] = [D]
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Definition 1.1.29 (Klasseneinteilung). Es sei M eine Menge. Eine Teil-
menge K C P(M) heiBt Klasseneinteilung von M, wenn die folgenden drei
Bedingungen gelten

1. VeeMdUeK :xzeU,
2.YU e K:U # @,
J.VU,VeK:(UNVAo=U=V).

Gelten nur 1. und 2. so spricht man auch von einer Uberdeckung von M.

Dass die Begriffe Klasseneinteilung und Aquivalenzrelation im Wesentlichen
die gleichen Strukturen beschreiben,zeigt der folgende Satz.

Satz 1.1.30. 1. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge M. Dann
15t

M/~ :={[z]|z e M}

eine Klasseneinteilung von M. Genauer nennt man M/ ~ auch eine
Aquivalenzklasseneinteilung.

2. BEs sei K eine Klasseneinteilung auf M. Dann definiert diese eine Aqui-
valenzrelation ~ durch

a~b:<— U eK:abelU.

Liegt die Betonung bei einer Klasseneinteilung auf der sie definierenden A qui-
valenzrelation, dann spricht man auch von einer Aquivalenzklasseneinteilung.

Definition 1.1.31. Es sei K eine Klasseneinteilung der Menge M.

1. Fiir U € K heifit ein Element x € U ein Reprdsentant von U.

2. Wihlen wir aus jeder Menge U € K genau einen Représentanten xy € U,
dann heifit die Menge

{zv|UeK}Cc M

ein Reprdsentantensystem von K.
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Beispiel 1.1.32 (Quotientenvektorraum). Es sei V' ein K-Vektorraum und
U C V ein Untervektorraum. Definiere

T~y <= x—yelU

Dann definiert das eine Aquivalenzrelation auf V und die Klasseneinteilung
wird mit V/U bezeichnet. Insbesondere ist das nach geeigneter Definition der
Strukturen selbst wieder ein Vektorraum.

Beispiel 1.1.33 (Zahlenbereichserweiterungen).

1. Die Menge Z der ganzen Zahlen ist eine Erweiterung der natiirlichen
Zahlen zu einem kommutativen Ring mit Eins. Es wird erreicht, dass
alle Elemente ein additives Inverses besitzen, d.h. die Subtraktion ist
uneingeschrénkt durchfithrbar. Die Erweiterung geschieht wie folgt:

Wir definieren auf der Menge N x N die Aquivalenzrelation
(a,b) ~z (d',b) <= a+V =d +b.
Auf der Aquivalenzklasseneinteilung (N x N)/ ~ definieren

[(a,0)] 42 [(a',8)] := [(a + a’, b+ V)]
[(0,0)] 2 [(@, V)] i= [(a-a' +b-V,a-b +d - b)]
Verkniipfungen, die diese zu einem kommutativen Ring mit Eins machen.

Die natiirlichen Zahlen findet man darin als Elemente der Form [(a, 0)]
wieder. Die Restklasseneinteilung bezeichnet man nun mit

Z=(NxN)/~y

Jede Restklasse hat einen ausgezeichneten Représentanten und fiir diesen
schreibt man

a:=[(a,0)], 0:=[0,0)], —a:=][0,a).

Weitere Details — insbesondere zur Einbettung von N ind Z und zur
Ordnungsrelation auf Z — findet man in Abschnitt 1.9.1.

2. Ahnlich wie im vorangegangenen Beispiel ist die Menge () der ganzen
Zahlen eine Erweiterung der ganzen Zahlen zu einem Korper. Es wird
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erreicht, dass alle Elemente ungleich 0 ebenfalls ein Multiplikatives In-
verses besitze, d.h. auch die Division ist uneingeschrénkt durchfithrbar.
Diese Zahlbereichserweiterung geschieht wie folgt:

Wir definieren auf der Menge 7 x 7Z* die Aquivalenzrelation
(a,b) ~g (V)<= a-b =d -b.
Auf der Aquivalenzklasseneinteilung (7 x 7Z*)/ ~¢ definieren

[(a,b)] +¢ [(',6)] = [(a-¥ +a - b,b- V)]
[(a,0)] ¢ [(a, )] := [(a - d',b- V)]

Verkniipfungen, die diese zu einem Korper machen. Die ganzen Zahlen
findet man darin als Elemente der Form [(a, 1)] wieder.

Die Restklasseneinteilung bezeichnet man nun mit
Q=(ZxZ")] ~z

Ohne sich um ausgezeichnete Restklassen zu kiimmern schreibt man die
Restklassen in Form von (nicht gekiirzten) Briichen

5=l
Weitere Details — insbesondere zur Einbettung von 7 ind @ und zur
Ordnungsrelation auf @Q — findet man in Abschnitt 1.9.2.

1.1.3.3 Abbildungen

In diesem Abschnitt finden wir eine konkrete Definition des Begriffs der
Abbildung. Wir haben ihn schon vorher benutzt im Sinne von Zuordnung,
siehe Definitionen 1.1.4, 1.1.11, 1.8.15 und auch Beispiel 1.1.14.

Definition 1.1.34. Es seien M und N Mengen.

1. FEine Relation f C M x N heifit Abbildung von M nach N, wenn

Vee M 3lye N:(x,y) € f.
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Die Menge M nennt man die Definitionsmenge und N den Wertebereich
der Abbildung f.

Betonen wir f € M x N als Teilmenge des Kreuzproduktes, so schreiben
wir Gy C M x N und nennen Gy den Graphen der Abbildung.

Da in der Regel der Zuordnungscharakter einer Abbildung f im Vorder-
grund steht, schreiben wir

f*M—=N und y=f(x)
statt f C M x N und (z,y) € f.

2. Ist f(z) =y, dann nennen wir y € N das Bild von x € M wunter f und
x € M das Urbild von y € N unter f.

3. Ist U C M, so nennen wir die Teilmenge
fU)={yeN|3zeU: f(x) =y} CN

das Bild von U unter f. Ist hier U = M, dann nennen wir Bild(f) = f(M)
das Bild von f.

4. Ist V C N, so nennen wir die Menge
FUV) = {we M| f@) eVEc M
das Urbild von V unter f. Es gilt stets f~1(N) = M.

Beispiel 1.1.35. 1. Eine Verkniipfung o auf einer Menge M ist eine Abbil-
dung o : M x M — M. Als Relation ist damit o C (M x M) x M.

2. Es sei M eine Menge, dann ist die Gleichheit auf M eine Abbildung.
Diese wird Identitit auf M genannt und mit idy; : M — M und es gilt
idp (m) = m fiir alle m € M.

3. Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M, so ist die Zuordnung 7 : M — M [~
mit 7(z) := [z] eine Abbildung. Sie wird kanonische Projektion der
Aquivalenzrelation genannt.

Definition/Bemerkung 1.1.36. Es sei f : M — N eine Abbildung.
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1. f heift injektiv, wenn
Ve, o' € M : (f(x) = f(2') = z=1)
oder dquivalent

Vo, o' € M : (x # 2 = f(z) # f(2)).

2. f heit surjektiv, wenn
Vye NIz e M: f(x)=y.

3. f: M — N heifit bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist, d.h. genau
dann, wenn

Vye Nz e M: f(x)=y.

4. Ist U € M, dann nennt man die Abbildung f|y : U — N mit f|y(z) :=
f(x) die Einschrinkung von f auf U.

5. Man kann jede Abbildung f : M — N surjektiv machen, indem man sie
als Abbildung f : M — Bild(f) betrachtet.

Beispiel 1.1.37. Die Identitédt auf einer Menge M ist bijektiv und die kano-
nische Projektion einer Aquivalenzrelation ist surjektiv.

Definition 1.1.38. Sind f: M — N und g : N — P Abbildungen, dann
nennt man die Abbildung

gof:M—P mit (gof)(m):=g(f(m)).
Die Verkettung oder Hintereinanderausfithrung von f und g.

Definition/Bemerkung 1.1.39. Es sei f : M — N eine bijektive Abbildung.
Dann gilt:

e Es gibt eine eindeutige Abbildung f~! : N — M mit

foft=idy und f~lof=idy.
Diese heifit Umkehrabbildung von f.®

(M) Achtung: Die Abbildung f~! gibt es nur, wenn f bijektiv ist. Verwechseln Sie dies
nicht der Bezeichnung fiir das Urbild gemifi Definition/Bemerkung 1.1.34.4.
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e Ist n € N, so gilt fiir die Umkehrabbildung f~!(n) = m fiir dasjenige
m € M mit f(m)=n.

o f~! besitzt selbst eine Umkehrabbildung, und es gilt (f~!)~! = f.

1.2 Zahlenfolgen und reelle Zahlen

1.2.1 Zahlenfolgen in Q)

Definition 1.2.1. Eine Zahlenfolge in @ ist eine Abbildung
r:N—Q.

Die Bilder der Folge x bezeichnen wir mit
xy = x(k)

und nennen dieses Elements als k-tes Folgenglied. Fiir eine Folge x schreiben
wir auch (z,),en oder kiirzer (x,).

Beispiel 1.2.2. e x: N — Q mit x,, = a fiir alle n € N heif3t konstante
Folge und wir schreiben (a) fiir diese Folge.

S e

e z:N*— @Q mit z,, :=
4(n+1)(n —4)
(n?4+10)(n +5)
(=1

e v: N — Q mit x, :=

e r:N — Q mit z, :=

e r: N — Q mit z, := a" fiir ein festes a € Q.

Man kann Zahlenfolgen auf zwei Arten veranschaulichen: Man kann Thre Bilder
auf einer ”Zahlengerade” einzeichnen, oder man kann den Graphen der Folge
in der "Ebene” betrachten, siehe Abbildung 1.2.1. Wir werden die zweite Art
der Darstellung bevorzugen.

Wenn von jetzt an {iber Folgen gesprochen wird, dann ist immer eine Zahlen-
folge im Sinne von Definition 1.2.1 gemeint.
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Abbildung 1.2.1: Die Zahlenfolge (+)
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Definition 1.2.3. Eine Folge (z,,) heifit

1. (a) nach oben beschrdinkt, wenn es eine Zahl M € @ gibt, sodass =, < M
fiir alle n € N.

(b) nach unten beschrinkt, wenn es eine Zahl M’ € @ gibt, sodass x,, > M’
fiir alle n € N.

(c) beschrinkt, wenn es eine Zahl C' € @ gibt, sodass |z,| < C fir alle

n € N.

2. (a
(

monoton steigend, wenn x,, < x,, fir alle n,m € N mit n < m.

)
b) streng monoton steigend, wenn x,, < x,, fiir alle n,m € N mit n < m.
)

(c) monoton fallend, wenn x, > x,, fir alle n,m € N mit n < m.

(d) streng monoton fallend, wenn x,, > x,, fur alle n,m € N mit n < m.

Beispiel 1.2.4. In der folgenden Tabelle listen wir einige Beispielfolgen mit
ihren Eigenschaften.



20

1.2 Zahlenfolgen und reelle Zahlen

Tn Eigenschaften aus Definition 1.2.3

a konstante Folge (a) (beschriankt mit gleicher
oberer und unterer Schranke)

% beschréankt, streng monoton fallend

n? nach unten beschrankt, streng monoton stei-

(="

a" (mit a > 1)

a” (mit 0 < a < 1)
a” (mit 0 > a > —1)

a" (mit a < —1)

4(n+1)(n—4)
(n2410)(n+5)

20n? — 50n — n3
(~1)n?

Definition 1.2.5.

gend
beschrankt

streng monoton steigend, nach unten be-
schrankt

streng monoton fallend, beschréinkt
beschrénkt
beschrankt

nach oben beschrankt

e Eine Folge (z,,) heifit konvergent, wenn es eine Zahl

a € Q gibt, sodass fiir alle rationalen Zahlen € > 0 eine natiirliche Zahl
no € N existiert, mit |z, — a| < € fiir alle n > ny.

Etwas formaler:

Vee Q% Ing e NVn e N°™ : |z, —a| <e.

e a nennt man Grenzwert der Folge (z,) und wir schreiben

a = lim x, oder z, — a (fir n — o0).

n—oo

e Eine gegen a = 0 konvergente Folge heifit auch Nullfolge

e [st eine Folge nicht konvergent so heifit sie divergent.
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Abbildung 1.2.2: Konvergenz von Zahlenfolgen
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Bemerkung 1.2.6. Konvergiert eine Folge (z,,) gegen a, so kann es fiir jedes
no nur endlich viele Zahlen m € N geben, mit |z, — a| > €. Fiir diese m muss
namlich m < ng gelten.

Satz 1.2.7. Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.
Beispiel 1.2.8. e Die Folge (z,,) mit z,, = }1 konvergiert gegen a = 0 Ist

e > 0, so wihle ng > .00 Dann ist fiir alle n > ng
€

|z — af =

1 ) 1 1
——0l==<—<e.
n n o ng

e Die Folge (x,,) mit x,, = (_i)n konvergiert gegen a = 0, siche Abbildung
1.2.2. Ist € > 0, so wihle wie im vorigen Beipiel ng > % Dann ist fiir alle
n > no

1 1
—0':—<—<e.
n U

(="

n

|:cn—a|='

e Die Folgen ((—1)") und (n?) sind divergent. Fiir die erste Folge zeigt
man das mit der vorigen Bemerkung und fiir die zweite folgt das aus Satz
1.2.16.

Es folgen noch einige niitzliche Konvergenzkriterien.

(st @ > 0 eine rationale Zahl, dann gibt es stets eine Zahl k € N, sodass k > a. eine
solche Zahl erhélt man etwa als den um Eins vergroflerten Zahler, in der Darstellung von a
als gekiirzten Bruch.
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Satz 1.2.9. 1. Es seien (z,) und (y,) Zahlenfolgen mit lim (z,, —y,) =0
n—oo

und die Folge (y,) konvergiere gegen a. Dann konvergiert auch (x,) gegen
a.

2. (EinschlieBungskriterium). FEs sei (z,) eine Folge und (y,), (z,) konver-
gente Folgen mit gleichem Grenzwert a. Weiter gebe es ein ng € N, sodass
fir alle n > ng die Ungleichung y, < z, < z, gelte. Dann konvergiert
(x,) ebenfalls gegen a.

3. Es sei (y,) eine Nullfolge und (x,) eine Folge fir die ein a € @ und
ng € N existiert mit |x, — a| < |y,| fir alle n > ng. Dann konvergiert
(zn) gegen a.

4. (Minorantenkriterium). FEs seien (z,) eine Folge und (y,) eine unbe-
schrinkte Folge. Weiter gebe es ein ng € N, sodass fiir alle n > ng die
Ungleichung |x,| > |yn| gelte. Dann ist auch (x,) unbeschrankt.

5. (Majorantenkriterium). Es seien (z,) eine Folge und (y,) eine Nullfolge.
Weiter gebe es ein ng € N, sodass fir alle n > ngy die Ungleichung
0 <z, <y, gelte. Dann ist auch (x,) eine Nullfolge.

Beispiel 1.2.10. Die Folge ((4)") ist fiir k& € N=? eine Nullfolge. Zur Be-
griindung zeigt man zunéchst per Induktion, dass 2" > n fiir alle n > 1. Dann
gilt auch k™ > n fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 und k£ > 2. Damit ist

(%)” < % und wir wenden Satz 1.2.9.3 an.

Folgerung 1.2.11. Es sei (a,) eine Folge mit a, > 0 fiir alle n € N ei-

ne monoton steigende, unbeschriankte Folge. Dann ist die Folge (i) eine

Nullfolge. o

Beweisskizze. Da (a,) monoton steigend ist, gilt a,, > a, fir alle m > n.
Da (a,) nicht beschrinkt ist gibt es zu jedem k € N ein f(k) € N so dass
afy > k. Damit ist dann auch a,, > k fiir alle m > f(k). Damit gilt

VE e N3f(k) e NVm > f(k) : |am| > k
— Vk € N3f(k) € NVm > max{k, f(k)} : |am| >k >m
= dng € NVm > ng : |an,| >m
1

< —
n

— dng € NVn > ng :

Qn
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Mit Punkt 5. des vorigen Satzes und Beispiel 1.2.10 folgt nun die Behauptung.
O

Definition 1.2.12. Es sei (z,,) eine Folge und f : N — N eine Abbildung
mit f(k) > f(¢) fir k > ¢. Dann nennt man die Folge (1) mit zf := 2,
eine Teilfolge von (zy,).

Bemerkung 1.2.13. Eine Abbildung f: N — N mit f(k) > f(¢) fir k > ¢
ist insbesondere injektiv und es gilt f(k) > k fir alle k € N.

Beispiel 1.2.14. o (%) ist eine Teilfolge von (%) — Es ist f(n) = 2n.

e Die konstante Folge (1) ist eine Teilfolge von ((—1)") — f ist nicht
eindeutig, es liefern z.B. f(n) = 2n und f(n) = 10n beide die konstante
Teilfolge (1).

e Essei () eine Folge fiir die unendlich viele Folgenglieder nicht verschwin-
den. Dann ist die Folge (Z,), die durch Streichen der verschwindenden
Folgenglieder entsteht eine Teilfolge von (z,,).

e Der Shift einer Folge ist durch f(n) = n + k fiir k > 0 definiert: (z) ist
dann durch xf{ =z, erklirt.

Satz 1.2.15. Es sei (z,) eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Ist (z1)
eine Teilfolge von (x,,), dann ist (zf) konvergent mit Grenzwert a.

Satz 1.2.16. Jede konvergente Folge in @Q ist beschrdnkt.

Satz 1.2.17 (Rechenregeln). Es seien (x,,) und (y,) konvergent mit lim z,, =

n—oo

a und lim y, =b. Dann gilt

n—o0

1. Die Folge (x,, +y,) konvergiert und es gilt

lim (z, £y,) =a+tb.

n—oo
2. Die Folge (z,y,) konvergiert und es gilt

lim (z,y,) = ab.
n—oo
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3. Ist y, # 0 fiir alle n € N und b # 0, so konvergiert die Folge (yin) und
es qilt

Yn

4. Ist y, # 0 fiir alle n € N und b # 0, so konvergiert die Folge <h> und
es gilt

i ¥ @
ng{)lo Yn b

Bemerkung 1.2.18. Die Umkehrung von Satz 1.2.16 ist in der Regel nicht
wahr: Ist eine Folge in QQ beschrankt so muss sie nicht konvergent sein, wie
das Beispiel ((—1)") zeigt.

Ist eine Folge jedoch beschréinkt und monoton, so drangt sich die Frage auf,
ob sie auch schon konvergiert. Im Fall der Folge (%) ist das genau der Fall. Im
allgemeinen ist das jedoch nicht der Fall, wie wir im Folgenden diskutieren
werden.

Bezeichnung 1.2.19. Eine Folge (z,,), wie wir sie bisher betrachtet haben,
war durch eine Bildungsvorschrift gegeben, die einem erlaubte jedes Folgenglied
unabhéngig voneinander zu berechnen. Solch eine Form nennt man auch explizit
oder geschlossen. Es gibt jedoch auch Folgen, die nicht in geschlossener Form
gegeben sind. Sie benotigen zur Berechnung eines Folgengliedes Informationen
iiber eines oder mehrerer vorangehender Folgenglieder. Solche Folgen nennt
man rekursiv definierte Folgen.

e Die sogenannte Fibonacci Folge ist definiert als die Folge (f,,) mit
f1:1, f2:1 und fn:fn—1+fn—2 fllI‘TLZZ
Fiir diese Folge gibt es "keine” geschlossene Form in Q.0

e Ein weiteres Beispiel einer rekursiv definierten Folge ist (x,) mit

1 1
zo=1 und xn+1:§xn+x—.

() Eine geschlossene Form der Fibonacci-Folge ist f, = % ((H\/E > _ (1*\/5 ) )




1.2 Zahlenfolgen und reelle Zahlen 25

1

Tn

Beispiel 1.2.20. Die rekursive Folge (z,,) mit 2o = 1 und x,,1 = %xn +
Sie ist beschrankt und monoton fallend, denn sie erfiillt

:L’i >2 und x, <,

fiir alle n > 1. Diese Folge ist nicht konvergent.

Diese ,,besondere“ Art der Nicht-Konvergenz wollen wir nun naher untersuchen.
Definition 1.2.21. Eine Folge (z,) heifit Cauchy-Folge, wenn
Ve €c Q7% Ing € NVn,m € N=" : |z, — x| < €.

Bemerkung 1.2.22. Zur Uberpriifung, ob eine Folge eine Cauchyfolge ist,
sind die folgenden zwei Punkte sehr niitzlich:

1. (x,) ist genau dann eine Cauchy-Folge, wenn

Ve € Q7 Ing € NVn € NZ"VE € N : |2y4p — 2,] < €.

2. Es seien (z,,) eine Folge und (y,) eine Nullfolge und es gelte
dng € N Vn > noVk : |2pik — o] < |Ynl
so ist (z,,) eine Cauchy-Folge.

Beispiel 1.2.23. Die rekursiv definierte Folge aus Beispiel 1.2.20 ist eine
Cauchyfolge. Wir nehmen zur Begriindung an, dass als Startwert xqg = 2
gewihlt ist, so dass die Folge insgesamt streng monoton fallend wird. Ins-
besondere ist x,,x, < x% = 4 und z,,z, > 2 fir alle m > n > 1. Zunéchst
ist

T 1 T, 1
fonss = @l = [+ - =
1 1
= _(xn - xm) - (xn - xm)’
2 i
Ty — 2 4—2 1

und damit



26 1.2 Zahlenfolgen und reelle Zahlen

Das liefert nun

|In+k - 'Tn| = |'Tn+k: — Tn+k—1 + Tntk—1 — " — Tn41 + Tn+1 — Tn

k—1 k—1 1\ e
< Z |xn+é+1 - an‘ < Z <§> |$1 - 550’
=0 =0
1\n 1—(3)* 1\n-1
= (3) I == <In -l (3)

Wegen Beispiel 1.2.10 ist ((%)”)%N eine Nullfolge und wir kénnen die vorige
Bemerkung anwenden.

N[ = N

Satz 1.2.24. 1. Jede Teilfolge (x1) einer Cauchy-Folge (x,) ist wieder eine
solche.

2. Jede Cauchy-Folge in @Q ist beschrdnkt.

3. Jede konvergente Folge in @Q ist eine Cauchy-Folge in Q.

Bisher haben wir lediglich handliche Kriterien dafiir, herauszufinden, ob eine
Folge nicht konvergiert. Nachzupriifen, ob eine Folge konvergiert, kénnen wir
bisher nur, indem wir einen potentiellen Kandidaten hernehmen und testen,
ob dieser tatséchlich ein Grenzwert ist.

1.2.2 Die reellen Zahlen

Man kann auch mit Folgen rechnen und im Prinzip haben wir das schon in
1.2.17 gemacht: Wir schreiben

(xn) + (yn) = (In + yn)
(ﬁn) (Yn) = (xnyn)

(ea) : () = (22).

Yn
wobei die letzte Operation moglich ist, wenn y,, # 0 fiir alle n € N.

Bezeichnung 1.2.25. Die Menge aller Folgen in 3 bezeichnen wir mit F(Q),
die Teilmenge aller beschriankten Folgen mit BF(QQ) und die Teilmenge aller
konvergenten Folgen in @ mit F(Q). Eine wichtige Teilmenge davon ist die
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Menge N F(Q) aller Nullfolgen in @, das sind die konvergenten Folgen mit
Grenzwert 0. Die Menge aller Cauchy-Folgen in @ bezeichnen wir entsprechend
mit CF(Q). Es gilt

NF(Q) cKF(Q) cCF(R) c BF(R) C F(R).

Bemerkung 1.2.26. 1. Dass die Menge F(QQ) unter den obigen Ver-
kniipfungen abgeschlossen ist, sieht man sofort.

2. Satz 1.2.17 sagt gerade, dass die Menge CF(Q) ebenfalls beziiglich der
obigen Operationen abgeschlossen ist. Daraus folgt die gleiche Eigenschaft
auch fir N F(Q), wobei die Division allerdings keinen Sinn macht.

3. Ahnlich wie in Satz 1.2.17 zeigt man nun, dass die Mengen BF(Q) und
CF(Q) ebenfalls unter Addition und Multiplikation abgeschlossen sind.

4. Weiter zeigt man durch Uberpriifen der Rechenregeln, dass F(Q), BF(®Q),
KF(Q) und CF(Q) jeweils kommutative Ringe mit Einselement sind und
NF(Q) ein kommutativer Ring (ohne Einselement!) ist. Null und eins
sind duch (0) und (1) gegeben.

All die Ringe aus der obigen Bemerkung haben Nullteiler!

Bemerkung 1.2.27. Ist (x,) - (y,) = (0) so hat mindestens einer der beteilig-
ten Folgen (0) als Teilfolge, also unendlich viele verschwindende Folgeglieder.
Wir wissen wegen Satz 1.2.24.1, dass fiir (z,) € CF(Q) jede Teilfolge (zf) von
(xy,) selbst in CF(Q) liegt. Damit folgt nun:

Satz 1.2.28. Ist (z,) € CF(Q) und (z) eine Teilfolge, so ist (z,) — (z) €
NF(Q).

Folgerung 1.2.29. Die Nullteiler in CF(Q) sind Nullfolgen.

Definition/Satz 1.2.30. Auf dem Ring CF(Q) der Cauchy-Folgen in Q
definieren wir eine Relation durch

(Tn) ~ (Yn) : = (T —yn) ENF(Q).

Dies ist eine Aquivalenzrelation und die Aquivalenzklasseneinteilung bezeichnen
wir mil

R:=CF(Q)/ ~ .
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Satz 1.2.31. 1. Die Addition und die Multiplikation auf CF(Q) induzieren
auf natirliche Weise eine Addition und Multiplikation auf R. Es ist

(@)l @ [(wn)] == [(@n +y)l, [(20)] © [(yn)] = [(@ny)] -

2. Diese Verkniipfungen machen R zu einem Korper.

Beweisskizze. (Satz 1.2.31). Zunéchst zeigt man fir 1. die Représentanten-
unabhéngigkeit der Verkniipfungen. Fiir 2. bemerkt man, dass die neutralen
Elemente in R die Klassen der neutralen Elemente in CF(Q) sind, also [(0)]
und [(1)]

Ist o € R\ {[(0)]}, so besitzt jeder Représentant (z,,) € a nur endlich viele
verschwindende Folgeglieder. Betrachte dazu dann die Teilfolge (), die aus
(x,) durch streichen eben dieser Folgeglieder entsteht. Schlieflich zeigt man,

1
dass [(A—)} das multiplikative Inverse zu [(x,)] ist. O
Tn

Die rationalen Zahlen lassen sich so in die reellen Zahlen einbetten, dass alle
Strukturen, die wir in @) kennengelernt haben weiterhin giiltig und mit den
analogen Strukturen in R vertréglich sind.

Satz 1.2.32. Die Abbildung ® : Q — ]J?A{, die jedem q € Q) die Aquivalenzklasse
der konstanten Folge (q) zuordnet, ist ein Korperhomomorphismus. Da ein
Kérperhomomorphismus stets injektiv ist, ist ® : Q — ®(Q) bijektiv.

Bezeichnung 1.2.33. Ist eine Cauchy-Folge (x,,) in @ konvergent mit Grenz-
wert a € @, dann ist [(x,)] = [(a)] und wir identifizieren [(x,)] € R und
a € Q.

Definition 1.2.34. Ein Element o € R nennen wir positiv, wenn es ein
e € @Y und eine Cauchy-Folge (z,,) € « gibt, sodass z,, > € fiir alle n € N.
Etwas formaler

Jec Q7 3(z,) EaVREN 1z, > €.

Weiter definieren wir
a®pf < a — f ist positiv,
a@pf:—= a@pVa=0,
aQf = O,
a@Rpf <= Oa.
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Wir nennen « negativ, wenn —a positiv ist. Es ist a positiv <= a S[(0)]
und «a negativ <= a Q[(0)].

Bemerkung 1.2.35. Ist « positiv und € € Q>° wie oben, dann gibt es fiir
alle (z,) € a ein ng € N, sodass z;, > § fiir alle k > ny.

Satz 1.2.36. e (st eine Totalordnung auflﬁ und erfillt die gewéhnlichen
Rechenregeln, siehe Kapitel 1.2.5.

o Fiir alle g, € Q gilt
() @P(r) < q<r.

Bezeichnung 1.2.37. Wir schreiben

R statt R
+ statt ©
statt ©
a—[F statt a® (=p)
% statt a® 7!
< statt
Q statt P(Q)
a statt [(a)]

Die Zahlen R \ Q heiflen irrationale Zahlen.

1.2.3 Cauchyfolgen in R: die Vollstandigkeit von R und das Supremumsprinzip

Bevor wir uns den speziellen Eigenschaften reeller Zahlen zuwenden, wollen
wir den Folgenbegriff auf die Menge der reellen Zahlen ausweiten.

Definition 1.2.38. Eine reelle Zahlenfolge ist eine Abbildung o : N — R.
Fiir solch eine Folge o mit Bildern «, := «(n) schreiben wir wieder (a,)nen
oder (ay,).

Die Definitionen aus Kapitel 1.2.1 werden gleichlautend tibernommen, wobei
stets @ durch R ersetzt wird.
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Aus der Vertréiglichkeit der Einbettung ® : Q@ — R und der Bemerkung 1.2.35
folgt nun die wichtige Eigenschaft

Satz 1.2.39. a) Fir eine Cauchyfolge (x,) in Q ist die Folge (CI)(xn)) eine
Cauchyfolge in R ist.

b) Fir eine Cauchyfolge (o) in R mit o, € ®(Q) fiir alle n, ist (P (cv,))
eine Cauchyfolge in 4.

Weiter besitzt jede Cauchyfolge in @ einen Grenzwert in R, oder in Termen
von R:

Satz 1.2.40. Ist (o) eine Cauchyfolge in R mit a,, € ®(Q) fiir alle n, dann

gibt es ein « € R mit lim a,, = «
n—oo

Weiter lasst sich jede reelle Zahl beliebig genau durch eine rationale Zahl
anndhern:

Satz 1.2.41. Ist o € R und ¢ € R>°, dann gibt es eine rationale Zahl v € Q)
mit |a — ®(x)| < e.

Die drei vorigen Sétze, die Aussagen iiber die Beziehung zwischen reellen
Zahlen und rationalen Zahlen, sowie deren Cauchyfolgen machen, liefern nun
die wichtige Aussage

Theorem 1.2.42. Der Kérper R der reellen Zahlen ist vollstindig, das heifit
jede Cauchyfolge in R konvergiert in R.

Satz 1.2.43. Alle Sitze und Bemerkungen aus Kapitel 1.2.1 bleiben nach
Ersetzen von Q durch R wahr mit Ausnahme von Bemerkung 1.2.18, wie wir
gleich sehen werden. Es gilt insbesondere

o Jede konvergente reelle Folge ist beschrdnkt.
o Jede reelle Cauchy-Folge ist beschrdinkt.

e Jede konvergente reelle Folge ist eine Cauchy-Folge.

Als wichtigstes Argument zur Einfiihrung der reellen Zahlen wird nun die
Bemerkung 1.2.18 durch folgenden zentralen Satz ersetzt.
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Satz 1.2.44 (Cauchy-Konvergenzkriterium). Eine reelle Zahlenfolge ist genau
dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Bevor wir uns weiteren Eigenschaften reeller Zahlenfolgen ansehen, wenden
wir uns zunéichst Eigenschaften allgemeinerer Teilmengen zu. Dazu benétigen
wir die folgende Definition.

Definition 1.2.45. Es sei M eine Menge mit einer Ordnungsrelation < und
M’ C M eine Teilmenge.

1. (a) Ein Element M € M’ heifit Mazimum von M’, wenn es das grofite
Element der Menge M’ ist; d. h.

Vee M :x< M.

Wir schreiben dann M = max(M’).

(b) Ein Element m € M’ heiit Minimum von M’ wenn es das kleinste
Element der Menge M’ ist; d. h.

Vee Mz >m.
Wir schreiben dann m = min(M’).

2.(a) Ein Element C' € M heiit obere Schranke von M'’, wenn es
grofler /gleich allen Elementen der Menge M’ ist; d. h..

VeeM :z2<C.

(b) Ein Element ¢ € M heifit untere Schranke von M’, wenn es klei-
ner/gleich allen Elementen der Menge M’; d. h.

Ve M x>c.

3. (a) Ein Element S € M heifit Supremum der Menge M’ wenn es die
kleinste ober Schranke von M’ ist; d. h.

VS'eM VzeM 2 <SAzx<S)=S<S5.

Wir schreiben dann S = sup(M’).
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(b) Ein Element s € M heifit Infimum der Menge M’, wenn es die grofite
untere Schranke von M’ ist; d. h.

VseMWVzeM :z>shae>s)=s>5.

Wir schreiben dann s = inf(M).

Insbesondere ist ein Maximum (Minimum) einer Menge auch ein Supremum
(Infimum).

Bemerkung 1.2.46. In einer geordneten Menge miissen fiir eine Teilmenge
weder Maximum, Minimum, Supremum oder Infimum existieren:

Betrachte dazu die Potenzmenge P (M) einer Menge M. Diese ist durch die
Teilmengenbeziehung geordnet und besitzt ein Minimum (&) und ein Maxi-
mum (M) als untere und obere Schranken.

Entfernt man nun diese beiden Elemente, so ist die Menge P(M) \ {&, M}
immer noch durch C geordnet. Sie besitzt weder Maximum noch Minimum.
Als Teilmenge von P (M) ist sie jedoch weiter durch @ und M beschrinkt
und sie bilden hier das Infimum und das Supremum.

Betrachten wir eine beliebige Teilmenge A C P(M) so gilt allgemeiner
inf(A) = NA und sup(A) = UA.

In den reellen Zahlen gilt jedoch die folgende Eigenschaft.

Satz 1.2.47 (Supremumseigenschaft).

e Jede nach oben beschrinkte Teilmenge M C R hat ein Supremum.

e Jede nach unten beschrinkte Teilmenge M C R hat ein Infimum.

Wir erhalten nun die "fehlenden” Eigenschaften von Zahlenfolgen, die uns als
Motivation zur Einfiihrung der reellen Zahlen dienten.

Satz 1.2.48. e Jede nach oben beschrdankte, monoton steigende reelle Folge
st konvergent.

e Jede nach unten beschrdnkte, monoton fallende reelle Folge ist konvergent.

e Jede beschrinkte, monotone reelle Folge ist konvergent.
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1.2.4 Haufungspunkte und weitere Eigenschaften von R

Auch wenn eine Zahlenfolge keinen Grenzwert besitzt, kann es Werte geben, in
deren Nahe sich die Folgenglieder bevorzugt aufhalten. Das Standardbeispiel
ist sich die Zahlenfolge ((—1)"),en, die nicht konvergiert, aber deren Werte
sich stets ’in der Ndhe” von +1 oder —1 authalten.

Definition 1.2.49. Ein Punkt a € R heift Haufungspunkt der reellen Folge
(x,), wenn es zu jeder reellen Zahl € > 0 eine unendliche Menge N C N gibt,
sodass

|z, —al <e furallene N.

Satz 1.2.50. a € R ist genau dann ein Hdaufungspunkt der reellen Folge (z,,),
wenn es eine Teilfolge (x1) von () gibt, die gegen a konvergiert.

Beweisskizze. Fiir die Richtung "=-" konstruieren wir eine Teilfolge iiber
ihre definierende Funktion f : N — N wie folgt:

Sei B, := {k € N| |z, —a| < n+r1} und damit f(0) := min(By) und rekursiv
f(k) := min(By \ NS/=D) fiir k > 1 O

Satz 1.2.51. 1. Jede reelle Folge besitzt eine monotone Teilfolge.

2. (Bolzano-Weierstraf$). Jede beschrinkte reelle Folge hat einen Hdu-
fungspunkt.

3. Jede beschrinkte Folge mit genau einem Hdufungspunkt ist konvergent.

Beweisskizze. (zu 1) Wir konstruieren eine Teilfolge iiber Thre definierende
Funktion f: N — N wie folgt:

Sei B := {k: eN | Vn > k:x, < a:n} Dann unterscheiden wir zwei Félle:

Ist B unendlich, dann sei f(0) := min(B) und fiir £ > 1 induktiv f(k) :=
min(B \ NSf(=1D Das liefert eine monoton steigende Teilfolge.

Ist B endlich, so gibt es ein N € N\ B, das eine obere Schranke fiir B ist.
Dazu gibt es ein f(0) € N\ B mit f(0) > N und zy < xy. Jetzt wihlen wir
induktiv f(k) € N\ B mit f(k) > f(k —1) und x4 < Tfx-1). Das definiert
nun eine monoton fallende Teilfolge.

M AD jetzt werden wir Elemente aus R und @ nicht mehr unterscheiden und nutzen die
gleichen Bezeichnungen.
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(Zu 3) Wir zeigen, dass der Haufungspunkt auch der Grenzwert der Folge ist.
Wir betrachten zu € > 0 die Menge B, := {n € N ||z, — a| < ¢} und zeigen,
dass N\ B, endlich ist.

Dazu nehmen, wir an, dass N\ B, nicht endlich ist. Sei nun f(0) = min(N\ B,)
und induktiv f(k) := min (N \ B.) \ NS/®=V) fiir k > 1. Mit (=) ist auch
(zf) beschriinkt. Da (/) monoton ist, hat diese Folge einen Hiufungspunkt.
Wegen der Definition von B, kann dieser dann aber nicht a sein. U

Aus dem Supremumsprinzip folgt, dass R im folgenden Sinne zusamm-
menhéangend ist:

Satz 1.2.52 (Zusammenhang von R). Es seien M, M' C R Teilmengen mit
x < fir allex € M und x' € M'. Dann ezistiert einy € R mit x <y <2’
fiir alle x € M,z" € M.

Bemerkung 1.2.53. e Dass Satz 1.2.52 iiber (Q nicht gilt, zeigen die Men-
gen M ={z € Q|2* <2} und M’ = {z € Q|2* > 2}.

e Ganz allgemein sind auf einer total geordneten Menge (M, <) die folgen-
den Aussagen dquivalent:

— Zu zwei Teilmengen N, N' C M mit n < n’ fiir allen € N,n' € N’
existiert ein m € M, sodass n < m < n' fiir alle n € N,n’ € N'.
— Jede nach oben beschrankte Menge hat ein Supremum.

— Jede nach unten beschrankte Menge hat ein Infimum.

Satz 1.2.54. Fiir die reellen Zahlen gelten die folgenden Aussagen:

1. (a) N C R ist nicht beschrdinkt.
(b) Zu a € R gibt es zu jeder Zahl e € Rt ein n € N, sodass ne > a.
(¢) Zu jedem € € R gibt es ein n € N, sodass L < e.

2. (a) Zwischen zwei reellen Zahlen liegt immer eine rationale Zahl.
(b) Zwischen zwei reellen Zahlen liegt immer eine irrationale Zahl.

(¢) Zwischen zwei rationalen Zahlen liegt immer eine irrationale Zahl.

3. Zwischen zwei reellen/rationalen Zahlen liegen sowohl unendlich viele
rationale Zahlen als auch irrationale Zahlen.
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4. Zu jeder reellen Zahl o € R und zu jedem ¢ € RT gibt es ein a € ©Q mit
la — o] <e.

Bemerkung 1.2.55. Die Eigenschaften 1.(a)-(c) machen R zu einem archi-
medischen Korper. Sie gelten auch, wenn man R durch @Q ersetzt, sodass auch
die rationalen Zahlen einen archimedischen Koérper bilden. Dies haben wir bei

der Untersuchung der rationalen Zahlenfolge (%) verwendet, sieche Fufinote

(i).

Damit haben wir auch das folgende elementare Beispiel als Erweiterung zu
Beispiel 1.2.10.

Beispiel 1.2.56. e Die rationale Folge (¢")nen ist fir 0 < ¢ < 1 eine
streng monoton fallende Nullfolge.

e Die rationale Folge (¢")nen ist fiir ¢ > 1 streng monoton steigend und
unbeschrankt.

Zur Begriindung der beiden dquivalenten Aussagen schreiben wir im zweiten
Fall ¢ = (1 +r) mit 7 € Q>° und nutzen die Bernoulli-Ungleichung®

(I+r)">14nr

sowie, dass die Folge (rn),en unbeschrinkt ist.

Wir konnen Infimum und Supremum einer Menge auch wie folgt charakteri-
sieren

Satz 1.2.57. Es sei M C R eine Teilmenge und a € R. Dann gilt

(i)  a ist untere Schranke von M
1. a =inf(M) <=
(11) Ye>03dreM:z—a<e

(i) a ist obere Schranke von M
2. a=sup(M) =
(1)) Ye>03dxeM:a—z<e

() Diese zeigt man durch Induktion iiber n und sie gilt fiir z > —1.
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1.2.5 Rechenregeln, Intervalle

Betrag, Vorzeichen und Ordnungsrelation auf R erfiillen die iiblichen Rechen-
regeln, so wie wir sie zum Teil im vorigen Abschnitt schon benutzt haben.

Bemerkung 1.2.58 (Rechenregeln). Es seien im Folgenden a, b, ¢ € R und
m,n € N. Dann gilt der Binomische Lehrsatz

an-l—l o bn+1 —(a—b akbn—k und (a + b)Yt = (n> akbn—k
( )kz:% (a+0) ; f

! .
mit ()= " firn > k. AuBerdem gelten die Rechenregeln aus
k kl(n — k)!

Tabelle 1.
Definition/Bemerkung 1.2.59. 1. Fiir a,b € R heiflen

la,b[:=={z €Rla<z<b} und [a,b]:={recR|a<z<b}

das offene Intervall und das abgeschlossene Intervall mit den Intervall-
grenzen a und b.

la—b]
2

2. Die Zahlen m = m(a,b) := %2 und r = r(a,b) := erfiillen
a,b) ={z eR|jlz—m|<r} und Ja,b[={xecR|lx—m|<r}

und heiflen Mittelpunkt xo und Radius des Intervalls. Wir schreiben
manchmal

B.(xg) = {x € R||z—m0| <r} und B.(xg) :={x e R||z—a0| <r}.

3. Ein Intervall I C R ist eine Menge mit der Eigenschaft, dass mit je zwei
Punkten a, b die Punkte dazwischen ebenfalls in I liegen, d.h.

Va,be I :[a,b] CIV[bja]CI.
Zu den Intervallen gehoren somit auch die halboffenen Intervalle

la,b] ={zr €Rla<z<b} und [a,b]:={r€R|a<z<b}

OUm auch die Fille a + b = 0,n = 0 oder ab = 0 einzuschlieBen verabreden wir hier
00 =1.



1.2 Zahlenfolgen und reelle Zahlen 37
Tabelle 1: Rechenregeln
a<b = at+c<b+c |a| = max{a, —a}
a<b = —a>—b —|al = min{a, —a}
a>0,b>0 = a+b>0 | — al = |a|
a<bc>0 = ac < bc |Jal] = |al
a<bc<O = ac > ab la — 0| = |b—dq|
a>0,b>0 = ab>0 max{a, b} :‘ITH’JF@
0<a<b = 0< <+ min{a, b} :“TH’—@
a<b<0 = ;<i<o0 |ab| = |al |b]
a<b — a< P <b 4] :%,b;«éo
a##0,m>0 = a™ #£0 la + b| < la| + |b]
a>1m>0 = o™ >1 la — b| > |al —|b]
a>1m<n = a"<a" la — 0| > ||l — |b]|
O<a<lm<n = a*<a™ a™a™ = gmt"
0<a<bm>0 = a™ <b" ambm™ = (ab)™
a>-—1 = (1+a)" >1+ma (a™)™ = q™"
la| >cNa>—-c = |a] > || ) = (")
la| <cha< —c = |a] <] (" = (") + (D)
la| =0 = a= kio(—l)k(;‘) =0firn>1
la —b| <c = b—c<a<b+c anO(Z) = 2"
und die unbeschrdnkten Intervalle
[a,00[ := R>?, ]a, o0 := R™, ]Joo,a] := R, Joo,af := R¥.

Der Schnitt zweier Intervalle ist ein Intervall und der Schnitt abzahlbar
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vieler Intervalle ist ein Intervall.

4. Die Vereinigung zweier nichtleerer Intervalle ist genau dann ein Intervall,
wenn der Schnitt nicht leer ist, oder, wenn die Vereinigungen von der

Form™ Ja,b] U]b, c] oder |a,b[U [b,c] sind.
Mit diesen Bezeichnungen lasst sich der folgende Satz elegant beweisen.

Satz 1.2.60 (Uberabzihlbarkeit von R). Die Menge der reellen Zahlen R
und die Menge der irrationalen Zahlen R\ Q sind tiberabzéhlbar, d.h. nicht
abzdihlbar.

Bemerkung 1.2.61. Zur Abzéhlbarkeit siehe auch Satz 1.9.9, Bemerkung
1.9.10 und Bemerkung 1.9.19.

1.3 Reelle Funktionen

1.3.1 Grundlagen und erste Beispiele
Definition 1.3.1. Es seien U,V C R Teilmengen der reellen Zahlen.

1. Eine (reelle) Funktion auf U ist eine Abbildung
FiUSR.

Eine besondere Rolle werden Funktionen spielen, deren Definitionsbereich
Intervalle I C R ist.

2. Ein Wert x € U heiit Nullstelle der Funktion f : U — R, wenn
f(x) = 0. Die Menge der Nullstellen von f bezeichnen wir mit Ny :=
(v e U] f(z) =0}

3. Sind f: U — R und g : V— R Funktionen und gilt f(x) = g(z) fiir
einen Wert x € U NV, so nennt man den Punkt (z, f(z)) = (z, g(x))
Schnittpunkt der Funktionen f und g.

()Mit dem Symbol | wollen wir ausdriicken, dass an diesem Rand des Intervalls die Art
des Randes unerheblich ist.
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Definition 1.3.2. Es sei f : U — R eine Funktion. f ist

e monoton steigend < Vz,2' € U: (z <2/ = f(z) < f(2')),

e monoton fallend <= Vz,2' € U: (z <2/ = f(z) > f(2')),

e streng monoton steigend < Vz,2' € U: (v <2’ = f(z) < f(2')),
e streng monoton fallend <= Vz,2' € U : (z <2’ = f(z) > f(2')),

Beispiel 1.3.3. e Jede Zahlenfolge (z,)nen definiert eine Funktion f :
N — R durch f(n) := z(n).

e Es sei a € R. Die Funktion, die fiir jedes z € R den Wert a annimmt,
bezeichnen wir mit ¢ : R — R, d.h. a(z) = a fiir alle z € R. Ihr Graph
in der Koordinatenebene ist eine Parallele zur z-Achse durch den Punkt

(0, a).
Die konstanten Funktionen sind sowohl monoton fallend als auch mono-
ton steigend.

e Die Identitat id auf R ist die Funktion mit
id(z) ==z

Ihr Graph ist die Winkelhalbierende in der Koordinatenebene. Die
Identitat ist streng monoton steigend.

Definition 1.3.4. Es sei U eine Menge mit a —x € U = a + x € U fiir ein
a € R. Eine Funktion f: U — R heifit

e achsensymmetrisch zur Achse x = a, wenn f(a — x) = f(a + x) fiir alle
xr € U, und

o punktsymmetrisch zum Punkt (a,b), wenn f(a+x) —b=0— f(a —x)
fir alle x € U.

e Eine Funktion die achsensymmetrisch zur Achse z = 0 ist, also f(z) =
f(—x), heiit gerade. Eine Funktion, die punktsymmetrisch zum Ursprung
ist, also f(x) = —f(—x), heifit ungerade.
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Beispiel 1.3.3 (Fortsetzung). Wie man an den bisherigen Beispielen schon
sieht, werden Funktionen in der Regel beschrieben, indem man eine Funkti-
onsvorschrift angibt. Wir schreiben das dann auch in der Form

frxe f(x).
e Fiir n € N* ist die n-te Potenzfunktion die Funktion f : R — R mit

fx) = ="

Sie hat genau eine Nullstelle bei z = 0. Sie ist fiir gerades n auf R=°
streng monoton fallend und auf R=° streng monoton steigend. Fiir
ungerades n ist die Potenzfunktion streng monoton steigend auf ihrem
gesamten Definitionsbereich.

e Als Normalhyperbel bezeichnen wir die Funktion f : R* — R mit
1
fro——.
x
Diese Funktion ist streng monoton fallend.
e Die Betragsfunktion ist die Funktion f: R — R mit

x firxz >0
fraxw— x| =
—x firxz <0

Bemerkung 1.3.5. Es seien U,V C R und f : U — V eine Funktion.
1. f:U — V ist injektiv <= der Graph von f schneidet fiir alle a € V'
den Graphen der Funktion a hochstens einmal.

2. f:U — V ist surjektiv <= der Graph von f schneidet fiir alle a € V
den Graphen der Funktion a¢ mindestens einmal.

3. f:U — V ist bijektiv <= der Graph von f schneidet fiir alle a € V'
den Graphen der Funktion a genau einmal.

Man kann Funktionen auf verschiedene Arten verkniipfen.



1.3 Reelle Funktionen

41

Abbildung 1.3.1: Einige Funktionen und ihre Graphen

flx) =2

flx) ==

f(x) = ||

Definition 1.3.6.

f-gund 5 iiber die folgenden Funktionsvorschriften definiert

[+
f—

f .

Q- o v «

1. Esseien f: U — R und g : U — R Funktionen mit
dem selben Definitionsbereich. Dann sind die Funktionen f + g, f — g,

U—R mit
U—R mit
U —= R mit

:U\N, - R mit

f+g)(x) = f(x) +g(x)

f=9)(x) = f(r) —g(x)

(f-9)(x) = f(x)g(x)
(@) =1

2. Esseien f:U — R und g : V — R Funktionen mit f(U) C V. Dann
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ist die Verkettung go f : U — R ebenfalls eine Funktion und es gilt

(go f)(z)=g(f(x)).

Beispiel 1.3.7. Essei f : U — R eine Funktion und b : R — R mit b(z) = ||
die Betragsfunktion. Die Verkettung liefert eine neue Funktion, die wir mit
|f| :— R bezeichnen. Es gilt

[fl="bof also [f|(z)=I[f(z)].
Definition 1.3.8. Eine Funktion f: U — R heifit

e nach unten beschrinkt, wenn es eine Zahl C' € R gibt, sodass f(z) > C
fiir alle x € U,

e nach oben beschriankt, wenn es eine Zahl C' € R gibt, sodass f(z) < C
fiir alle x € U,

e beschrinkt, wenn es eine Zahl C' € R gibt, sodass |f(x)| < C fiir alle
rel.

Insbesondere ist eine Funktion genau dann beschrinkt, wenn sie nach oben
und nach unten beschrankt ist.

Bezeichnung 1.3.9. Es seien f,g: U — R zwei Funktionen. Dann schreiben
wir f < g, wenn f(z) < g(x) fiir alle z € U. Ist f < a fiir ein a € R so
schreiben wir auch kiirzer f < a. Genauso gilt das auch fiir <, > und >.
Eine Funktion ist in dieser Notation nach oben beschrankt, nach unten be-
schrinkt oder beschréankt, wenn es eine Zahl C' € R gibt, sodass f < C, f > C
oder |f| < C.

Satz 1.3.10. Es sei f : U = R eine streng monoton Funktion. Dann gilt:

1. f ist bijektiv, wenn man den Wertebereich auf f(U) C R einschrinkt.

2. Die Umkehrfunktion f~' : f(U) — R hat das gleiche Monotonieverhalten
wie f.

Beispiel 1.3.11. Es seien a € R*,b € R. Die Funktion f : R — R mit
f(z) = ax + b ist fiir a > 0 streng monoton steigend und fiir @ < 0 streng
monoton fallend. Die Umkehrfunktion zu f ist die Abbildung f': R — R
mit f~!(x) = %x — g und hat das gleiche Monotonieverhalten.
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Bemerkung 1.3.12. Ist f : U — R eine invertierbare reelle Funktion
und f~' : f(U) — R ihre Umkehrfunktion, so gilt Gy = {(z, f(z)) |z €
U} und Gy = {(y. /') |y € f(U)} = {(f(z),x)|x € U}. Deshalb
ergeben sich die Graphen jeweils aus dem anderen durch Spiegelung an der
Winkelhalbierenden, also an Giq.

1.3.2 Wourzelfunktionen

Die n-te Potenzfunktion f : z — 2™ ist fiir gerade n auf R=° und fiir unge-
rades n auf R streng monoton steigend, siehe Beispiel 1.3.3. Damit ist die
Potenzfunktion wegen Satz 1.3.10 invertierbar.

Wie sieht jedoch das Bild der Potenzfunktion aus - und damit der Definitions-
bereich der Umkehrfunktion? Die Antwort liefert der folgende Satz:

Satz 1.3.13. 1. Ist n € N*, dann gibt es zu jeder Zahl b > 0 genau ein
Zahl a >0 mit a™ = 0.

2. Ist n € N* gerade, dann gibt es zu jeder Zahl b > 0 — und nur zu diesen
— genau zwet Zahlen a; < 0 < ag mit af = ay = 0.

3. Ist n € N ungerade, dann gibt es zu jeder Zahl b € R genau eine Zahl
a€R mita™ =b.

Beweisskizze. Zum Beweis der Existenz von a in 1. fiir n > 2 definiere
M :={z € R|2™ < b} und setze a := sup(M). Dann zeige a" = b durch
Widerspruch der Annahmen a™ < b und a™ > b.

Sei a™ > b. Es ist a(l —€) € M fiir alle 0 < € < 1, da sonst a nicht die
kleinste obere Schranke fiir M wire. Damit ist a"(1 — €)” < b und weiter
b>a"(1—e€)" > a"(1 — ne). Das gilt insbesondere fiir 0 < e =2t <1 <]
und damit folgt b > b.

Sei a" < b. Es ist ;%= > a fiir alle 0 < € < 1, und daher ;%= ¢ M. Damit ist
ﬁ > b und weiter a™ > b(1 — €)™ > b(1 — ne). Das gilt insbesondere fiir
O<6:%<%<1unddamitfolgta">a”. O

Folgerung 1.3.14. Schriankt man den Definitionsbereich der Potenzfunktion
x — x™ geeignet ein, so ist sie bijektiv auf das Bild:

R="3> 2z — 2" € R=Y, falls n gerade,
Raz—a2"eR, falls n ungerade.
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Definition 1.3.15. Die Umkehrfunktion der (eingeschrankten) Potenzfunkti-
on heiflt n-te Wurzelfunktion und wir schreiben

T V.

Fiir ungerades n ist der Definitions- und der Wertebereich R, fiir n gerade ist
der Definitions- und der Wertebereich R=°, siche Abbildung 1.3.2.

Abbildung 1.3.2: Wurzelfunktionen

1 1

0.59

0.5

T 1
0.5 1

Definition/Bemerkung 1.3.16 (allgemeine Potenzfunktion 1). Wir fithren
die allgemeine Potenzfunktion fiir rationale Potenzen ein, indem wir sie
zunéchst fiir die Potenz Null, fiir Stammbruchpotenzen und negative ganze
Potenzen definieren:

o Fiir z # 0 ist 2" = 20 = 2720 also setzen wir

' =1.
e Wir schreiben fiir alle z > 0 wegen (\/E)n = Var =z fiirn >0

a:% = .
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e Wegen 1 = 2° = 2" fiir alle 2 # 0 definieren wir fiir eine negative
ganze Zahl —n

Ist r = € Q eine rationale Zahl so definieren wir mit diesen Voriiberlegungen
durch

T

Tz = am

eine Funktion mit Definitionsbereich RZ° falls » > 0 bzw. R>? falls r < 0,
siehe Abbildung 1.3.3.
Die so definierte allgemeine Potenzfunktion erfiillt die gdngigen Potenzgesetze:

zy" = (xy)", o'zt =1,

fiir alle x,y im jeweiligen Definitionsbereich.

Abbildung 1.3.3: Die allgemeine Potenzfunktion z +— z”

r>0 r <0
34
T1<T2:*1<T3<0
O<ri<rg<rs=1<ry<rs;
1
21
0<r <1
0<ry <
T3 = 11
ry > 1
rs > 1
0 0
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1.3.3 Polynome und rationale Funktionen

Definition 1.3.17. Ein Polynom ist eine Funktion p : R — R, die sich als
Summe und Produkten von Potenzfunktionen und konstanten Funktionen
ergibt. Sie hat die Form

n
k -1 2
p(m): E apX :anxn—i_anflxn + ...+ ax” +a1x + ag.
k=0

Ist a,, # 0, dann heifit die Zahl n der Grad des Polynoms und die a; € R heiflen
die Koeffizienten. Speziell der hochste Koeffizient a,, heifit Leitkoeffizient.

Satz 1.3.18. Ein Polynom p vom Grad > 1 ist unbeschrinkt. Es gilt:

e [st der Grad von p ungerade, so ist p nach unten und oben unbeschrdnkt.

e [st der Grad von p gerade, so ist p nach unten beschrdinkt und nach
oben unbeschrdnkt, wenn der Leitkoeffizient positiv ist, und nach oben
beschrankt und nach unten unbeschrdnkt, wenn der Leitkoeffizient negativ
15t.

Zu diesem Funktionsverhalten siehe auch Abbildung 1.3.4.

Beweisskizze. Es sei p(z) =

n n—1

arz®. Dann gilt mit C := ﬁ > Jag| fur
k=0 k=0

alle x mit |z| > C

anT —§|an||x| < p(x) < apx +§|an||x\ )

Eine Fallunterscheidung fiir a,, positiv/negativ und n gerade/ungerade liefert

zusammen mit |p(z)] < 3 |ax|C* fiir alle z mit |z| < C das Resultat. O

Bemerkung 1.3.19. e Ein Polynom p(x) = a;x + ap vom Grad 1 hat

genau eine Nullstelle, namlich 2o = —22.

e Ein Polynom p(z) = ayz® + a1 + ag vom Grad 2 hat keine Nullstelle,

2
wenn A = %1 — agay < 0, zwei Nullstellen, wenn A > 0 und eine
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Abbildung 1.3.4: Polynome

f(z) =223 + 42® — 20 — 3 f(x) = 22* — 422 + 32

24
-1.5 -1 -0.5 0.5 1
T T T -9

Nullstelle, wenn A = 0. Es gilt ndmlich

1 a1\ 2 a2
p(z) = a_2 (a%xQ + ara0x + (é) - (51) + aoag)
1 aq 2 A
P

Satz 1.3.20. FEs sei p ein Polynom n-ten Grades mit einer Nullstelle x = x.
Dann gibt es ein Polynom p vom Grad n — 1, sodass fir alle v € R

p(z) = (v — x0)p(z) .

Beweisskizze. Wir zeigen eine etwas allgemeinere Aussage: Fiir alle xy € R
existiert ein Polynom p wie angegeben, sodass p(z) = p(zg) + (x — zo)p(x) fiir
alle z € R. O

Folgerung 1.3.21. Es sei p ein Polynom n-ten Grades mit den Nullstellen
1, %9, ..., Ty. Dann gibt es Zahlen nq,...,n, € N* und ein Polynom p vom
Grad n — ¢, wobei ¢ = ny + ...+ n,, mit den folgenden Eigenschaften

e p hat keine Nullstellen

e fiir alle x € R gilt p(x) = (z — z1)" (x — x2)"2 - ... - (x — )" p(x).
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Die natiirliche Zahl n, nennt man die Vielfachheit der Nullstelle xy,

Folgerung 1.3.22 (Fundamentalsatz der Algebra). Ein Polynom n-ten Gra-
des, das nicht das Nullpolynom ist, hat hochstens n Nullstellen.

Folgerung 1.3.23 (Identitatssatz fiir Polynome). Haben zwei Polynome n-ten
Grades n + 1 Schnittpunkte, so sind sie gleich.

Bemerkung 1.3.24 (Koeffizientenvergleich). Die letzte Folgerung sagt uns,
dass zwei Polynome p, ¢ genau dann die gleiche Funktion liefern, wenn ihre
Grade und die Koeffizienten geméafl Definition 1.3.17 iibereinstimmen.

Folgerung 1.3.25. 1. Es sei p ein Polynom n-ten Grades und xy € R.
Dann gibt es eindeutige Zahlen by, ...,b, € R, sodass fiir alle x € R

=0

2. Es sei ¢ ein Polynom n-ten Grades, o € R mit g(z) # 0 und m € N*.
Dann gibt es Polynome @, R mit grad(Q) < m, grad(R) < n, sodass fiir
allex € R

Q(2)q(z) + R(z)a™ =1,

Deﬁnition 1.3.26. Es seien p,q : R — R zwei Polynome. Die Funktion
: R\ N, — R heiBt rationale Funktion. Die Menge N, nennt man auch die
Menge der Definitionsliicken der rationalen Funktion p , siehe Abbildung 1.3.5.

Bemerkung 1.3.27. Die Zahler p und Nenner ¢ einer rationalen Funktion
f= § haben eine gemeinsame Nullstelle = xy mit der Vielfachheit r bzw s,
d.h. es gibt Polynome p und ¢ mit ¢(zo)p(x¢) # 0 und p(x) = (x — x0)"p(x)
sowie ¢(z) = (z — x9)°q(x). Dann gilt:

e Ist 7 > s, so hat die gekiirzte rationale Funktion f mit f(z) = (z —
xo)’"*s% keine Definitionsliicke in x = xy und der Verlauf der Graphen

von f und f stimmen an allen Stellen z # z iiberein. In diesem Fall
spricht man bei zy von einer hebbaren Definitionsliicke von f = P

e Ist r < s so hat f mit f(z )= er() die gleichen Definitionsliicken

wie £ und ihre Graphen stimmen iiberall iiberein. In diesem Fall nennt
man gy einen Pol von f = § der Ordnung s — r.



1.3 Reelle Funktionen 49

Abbildung 1.3.5: Rationale Funktionen

fla)=1 fla) = 202

0.154

0.104

0.054

-0.05

-0.10

z—1)2(z2 -2z
fla) = 2% flz) = B

207

Satz 1.3.28 (Partialbruchzerlegung). Das Polynom q vom Grad n besitze die
Darstellung q(z) = (x—x1)" (x—x9)"2-. . .-(x—x,)" §(x) wobei ¢ nullstellenfrei
1st. Weiter sei p ein Polynom vom Grad m, dass keine gemeinsame Nullstelle
mit ¢ hat. Dann gibt es fir 1 <i <r, 1 < j; <mn; Zahlen b;;, sowie Polynome
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po vom Grad m —n und Ry mit grad(Ry) < grad(q), sodass fir alle z € R

p(z) _ )+ i Z - _u; RAO(JJ") ‘

q(r) Pt q(z)

Ist m < n, so ist py = 0.

Beweisskizze. Das Polynom py erhalten wir mittels Polynomdivision aus
o) Eg po(x) + fl% und grad(p) < grad(q). Zeige mit Hilfe von Folgerung
1.3.25.2 zunéchst, dass es ein Polynom Ry wie oben und Polynome P, ..., P.

mit grad(P;) < n; gibt, sodass

pz) Py(x) P() . Rolx)
Ot e T T ey T i)

q(x)
Wende dann Folgerung 1.3.25.1 an. O

Bemerkung/Beispiel 1.3.29. Wenn man eine explizite Zerlegung zu machen
hat, dann wird man nicht den Weg des Beweises gehen, sondern einen direkten
Ansatz machen und Koeffizientenvergleich durchfiihren.

Wir betrachten als Beispiel die Polynome p(z) = 2° und ¢(z) = 25 — 2% — 2z +1.
Man sieht, dass ¢ die Nullstelle x = 1 hat. Hier liefert Polynomdivision
q(z) = (x — 1)(z* — 1) und die Binomischen Formeln weiter ¢(z) = (z —
D(z?=1)(z*+1) = (z—1)(z—1)(z+1) (22 +1). Das heift, es ist §(z) = 22 +1
und insgesamt

q(z) = (z —1)*(z+ 1)(a* +1).
Polynomdivision liefert zunichst py(z) = x + 1:

p(z) _ . et + 22— 1
P IR S T T pe

Der Satz 1.3.28 sagt uns nun, dass die Restfunktion in der Form

I4 + ZL’Q -1 . b11 n b12 X bgl i Ax + B
(z—12(z+1D(2+1) (r—1) (x—-12 (z+1) 22+1
geschrieben werden kann. Multiplizieren wir das mit dem Hauptnenner,

namlich ¢(z), so gibt das

et —1=by(r— Dz +1)(2* +1) +bp(z+1)(2* + 1)
+ by (z — 1)*(2® + 1) + (Az + B)(z — 1)*(z + 1).
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Durch einsetzen von x = 1 erhélt man sofort 1 = 4b1, also by = }L und damit

vt +2? —1=2*(A+ by +by) +2°(—A+ B —2by + %)
+m2(—A—B—|—2b21+i)—l—:c(A—B—Zbgl—l—%1)
—I—(B—bll—i—bzl—f—%).
Durch Koeeffizientenvergleich erhalten wir das LGS

)

A +bi1 by =1 4 - 1
—A +B —2by = —1 B 1
-A —B 2 =1 =4, !

A —-B —2b21 = _411 S f

5 bn =3

B —bn  A+bn =-7 )
Damit ergibt sich die Zerlegung
x5 14 9 n 1 N 1 r+1
= —
-zt —r+1 8(x—1) 4(x—1)2 8(x+1) 4(z2+1)

1.3.4 Die allgemeine Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion

Satz 1.3.30. Fiir alle reellen Zahlen a € R>° gibt es genau eine Funktion
E,: R — R mit den Eigenschaften

(i) Eo(1) = a,
(ii) Eu(x +vy) = Eu(x)E.(y) fir alle x,y € R,

(iii) E, ist monoton.

Fiir diese Funktion gilt dann: E, ist streng monoton steigend/fallend, wenn
a>1/a <1 und das Bild ist E,(R) = R*. Ista =1 so ist By = 1 konstant.

Beweisskizze. Ein Beweis von Satz 1.3.30 verlauft in mehreren Schritten.
e Zeige zunichst mit (i) und (ii), dass E,(q) = a? fiir alle ¢ € Q=°. Insbe-

sondere ist die Funktion E, dann monoton steigend, falls @ > 1 und sie ist
monoton fallend falls a < 1.
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Wir betrachten zunachst den Fall ¢ > 1.

e Definiere fiir € R* die Mengen M* := {a" |r € Q,r <z} und M7 :=
{a"|r € Qt,r > x}. Wegen der Monotonie (iii) gilt dann o~ < E,(z) < a"+
fiir alle a™ € M. Zeige, dass es kein Intervall I mit positiver Linge gibt,
fir das M2 < I < M7 gilt.

e Definiere damit eindeutig(!) E,(z) = sup(M?) = inf(M7).

o Zeige, dass die so definierte Funktion E, : R=° — R streng monoton steigt,
also (iii).

e Zeige, dass die so definierte Funktion E, : R=° — R die Funktionalgleichung
(ii) erfiillt.

e Erweitere F, auf die negativen Zahlen und zeige, dass das Resultat weiter
(ii) und (iii) erfiillt.
Betrachte nun analog den Fall a < 1. O

Satz 1.3.31. Die Funktion E, aus Satz 1.3.30 erfillt neben der Funktional-
gleichung (ii) noch die folgende wichtige Identitit:

E.(ry) = Eg,@(y) fir alle z,y € R.

Definition 1.3.32 (Exponentialfunktion). Die Funktion E, : R — R™ heifit
Exponentialfunktion zur Basis a und wir schreiben auch fiir irrationale x € R

E.(z) =a".
Da die Exponentialfunktion zur Basis a # 1 streng monoton ist, existiert ihre
Umkehrfunktion.

Definition 1.3.33 (Logarithmusfunktion). Die Umkehrfunktion der Expo-
nentialfunktion zur Basis a > 0,a # 1 heit Logarithmusfunktion zur Basis a.
Wir schreiben dafiir

log, : R" = R
mit

log,(z) =y < z=2a".
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Abbildung 1.3.6: Die Graphen der Exponentialfunktion x + a® (rot) und der
Logarithmusfunktion = — log,(z) (blau)

a=2 a=1.3 a=04

10

-10

Die folgenden Eigenschaften der Logarithmusfunktion beweist man, indem
man sie auf die Eigenschaften der Exponentialfunktion zuriickfiihrt.

Satz 1.3.34 (Logarithmengesetze). Fs gelten die folgenden Rechenregeln beim
Umgang mit dem Logarithmus. Fiir alle x,y € R>? ist

1. log,(1) =0 und log,(a) =1
2.a. log,(zy) = log,(z) +log,(y)

2.0. log, () = log,(z) — log,(y)

3. log,(z) = igizgg

4. log,(z") = rlog,(x), r € Q

Die Eigenschaft 4. nutzen wir zur Definition der allgemeinen Potenzfunktion
fiir reelle Exponenten.

Definition/Bemerkung 1.3.35 (allgemeine Potenzfunktion 2). Es sei r € R.
Dann ist die Potenzfunktion

x> a”
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mit Definitionsbereich R™ definiert durch

= arloga(x) )

Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl einer beliebigen positiven Basis

a # 1.

Die Graphen der Potenzfunktionen f(x) = 2" haben qualitativ die Gestalt
aus Abbildung 1.3.7 (vergleiche auch mit Abb. 1.3.3).

Abbildung 1.3.7: Allgemeine Potenzfunktionen

r <1 rot N
r =1 griin

r > 1 blau
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1.4 Stetige Funktionen und ihre Eigenschaften

1.4.1 Stetigkeit

Abbildung 1.4.1: Einige Funktionsgraphen

i ve€l0,3]
r—q3, z€l3,1]
3 zell ]

rz|, ze[-2,2]

0.87

0.6

0.4+

0.2+

0.5

=1

o J

0.67

0.5

0.4+

0.3

0.21

P

-1

-0.5

0

Bei den Funktionen aus Abb. 1.4.1 sehen wir uns das verschiedene Verhalten
an den ” Verklebestellen” an. Dabei erkennen wir optisch keinen Unterschied
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zwischen der dritten und vierten. Ein deutlicher Unterschied besteht jedoch
zwischen der ersten einerseits und den weiteren drei andererseits: ” Lauft man
von beiden Seiten auf eine Verklebestelle zu”, so gelangt man bei der zweiten
bis vierten Funktion zum gleichen Wert, jedoch nicht bei der ersten.

Definition 1.4.1 (Stetigkeit). Es sei f : M — R eine auf der Menge M C R

definierte Funktion.

1. Die Funktion f heifit stetig im Punkt ro € M, wenn man fiir jede
vorgegebene Zahl € > 0 eine Zahl § > 0 finden kann, sodass |f(x) —
f(zo)| < e fiir alle x € M mit |z — zo| < 0.

Etwas formaler:

Ve>036>0Vr € M: (|z— x| <6 =|f(z) — flzo)| <€)
oder

Ve > 035 >0Ve € M N Bs(xg) : f(x) € Be(f(g))

2. Die Funktion f heifit stetig auf M, wenn f in jedem Punkt xo € M steig
ist.

Beispiel 1.4.2. 1. Jede durch eine Zahlenfolge definierte Funktion ist
stetig.

2. Die konstanten Funktionen f : R — R mit f(z) = a fiir ein festes a € R
sind stetig.

3. Die Identitdt auf R, also f : R — R mit f(z) = z, ist stetig.
4. Die Quadratfunktion f: R — R mit f(z) = z? ist stetig.

5. Die Funktion f: R* — R mit f(z) = % ist stetig.

1, zeM

0, ¢ M
ind,; ist genau dann stetig auf R, wenn M = @ oder M = R.()

6. Essei M C R und indy : R — R mit indy(z) = {

()Die erste Funktion aus Abbildung 1.4.1 lisst sich als %ind[oé] + %ind]%J] + %ind]lg]
schreiben.
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e Die Funktion indg : R — R ist in keinem Punkt ihres Definitions-
bereiches stetig.

e Ist I C R eine Intervall, dann ist ind; : R — R in allen Punkten
stetig mit Ausnahme der Randpunkte des Intervalls.

Satz 1.4.3. Es secien M,N C R und f: M — R und g : N — R Funktionen
mit f(M) C N, sodass die Verkettung go f : M — R definiert ist. Dann gilt:

o Ist f stetig in xg € M und g stetig in yo = f(xo) € N, so ist go f stetig
m xg € M.

e Sind f und g stetig auf thren Definitionsbereichen, so ist go f : M — R
stetig auf M.

Satz 1.4.4. Es seien [ : M — R und g : M — R Funktionen. Weiter seien
f und g beide stetig in xo € M. Dann gilt:

1. Die Summe f+g: M — R und die Differenz f —g: M — R von f

und g sind stetig in xg € M.

2. Das Produkt fg: M — R st stetig in xog € M.

3. Ist g(xo) # 0 so ist der Quotient g : M\ N, — R stetig in xo € M.
Sind f,g: M — R stetig auf M, so gilt dies ebenfalls fir f+ g, f—g, fg
und 5 auf ihren jeweiligen Definitionsbereichen.

Beispiel 1.4.5. 1. Polynome und rationale Funktionen sind auf ihren De-
finitionsbereichen stetig.

2. Es seien f : [a,b] — R und ¢ : [b,c] — R stetige Funktionen mit
f(b) = g(b). Dann ist die Funktion A : [a,c¢] — R mit

) f(x), falls x € [a,b]
M) = {g(x) . falls z € )b, (]

stetig. Hierbei ist es unerheblich, ob a und ¢ zum jeweiligen Intervall
dazugehoren, die Intervalle konnen an diesen Seiten auch unbeschrénkt
sein.
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3. Es seien f,g: M — R stetige Funktionen auf der Teilmenge M C R.
Dann sind die Funktionen h4, hy : M — R mit

he(x) := max{f(x),g(x)} und hy(x):=min{f(x),g(x)}
ebenfalls stetig.

Satz 1.4.6. Es sei f: M — R eine monotone Funktion. Dann gilt

1. Ist das Bild f(M) ein Intervall, dann ist f stetig auf M.

2. Ist f sogar streng monoton und M selbst ein Intervall, dann ist die

Umkehrfunktion f~1: f(M) — R stetig auf f(M).
Folgerung 1.4.7. Wurzelfunktionen, Exponentialfunktionen, Logarithmus-

funktionen und allgemeine Potenzfunktionen sind stetig.

1.4.2 Eigenschaften stetiger Funktionen auf Intervallen

Stetige Funktionen haben Eigenschaften, die anschaulich oft recht klar sind,
in einer allgemeinen Situation aber in der Regel nicht gegeben sind.

Satz 1.4.8 (Nullstellensatz). FEine stetige Funktion f : [a,b] — R, die sowohl
positive als auch negative Werte annimmt, hat eine Nullstelle.

Folgerung 1.4.9. Es sei f : [a,b] — [a, ] eine stetige Funktion. Dann gibt es
ein ¢ € [a,b] mit f(c) =c¢
Der Nullstellensatz besitzt die folgende Verallgemeinerung.

Satz 1.4.10 (Zwischenwertsatz). Es sei f : I — R eine stetige Funktion auf
dem Intervall I. Weiter seien a,b € I mit f(a) # f(b). Dann gibt es zu jedem

y € [f(a), FOTULf(b), f(a)] ein ¢ € [a,b] mit f(c) =y.

Folgerung 1.4.11. Das Bild einer auf einem Intervall definierten stetigen
Funktion ist selbst ein Intervall.

Der Nullstellensatz hat als Konsequenz ebenfalls die folgende Aussage
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Abbildung 1.4.2: Zwischenwertsatz
f(x)

Satz 1.4.12. Es sei [ C R ein Intervall und f : I — R injektiv und stetig.
Dann gilt:

1. f ist streng monoton, und

2. 71 f(I) — R ist stetig.
Ein weiterer recht anschauliche Aussage ist im folgenden Satz formuliert —
zumindest in Teil 1.

Satz 1.4.13 (Existenz von Extremwerten). Es sei f : [a,b] — R eine stetige
Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall. Dann gilt:

1. f st beschrinkt,
2. und es gibt Punkte min, Tmax € [a,b] mit f(xmin) < f(2) < f(Tmax) fir
alle x € [a, b].

Man sagt auch: Stetige Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen nehmen
Mazimum und Minimum an.
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1.4.3 Grenzwerte von Funktionen

Wir haben zu Beginn des Abschnitts 1.4.1 davon gesprochen, dass man ”von
zwei Seiten gegen einen Punkt 1duft”. Um gegen einen Punkt laufen zu kénnen
muss man sich “dem Punkt auch ndhern kénnen”. Das zu formalisieren und
einige Eigenschaften zu folgern ist der Inhalt dieses Abschnitts.

Definition 1.4.14. Sei M C R eine Menge und zy € R ein weiterer Punkt.
Dann heifit x¢ Haufungspunkt der Menge M, wenn in jedem Intervall, das xg
enthélt, mindestens ein Punkt x # xy aus M liegt.

Etwas formaler:

Ve >03dx e M\ {z}: |z —x0| <e.

Beispiel 1.4.15. 1. Die Haufungspunkte eines beschrankten Intervalls I
(offen, abgeschlossen oder halboffen) sind die Punkte aus I sowie die
beiden Randpunkte von 1.

2. Es sei (z,) eine Folge in R und M = {z,|n € N}. Dann sind die
Haufungspunkte der Menge M gerade die Haufungspunkte der Folge.
Ist (z,,) konvergent, dann hat M nur einen Haufungspunkt, ndmlich den
Grenzwert.

Achtung: Hiufungspunkte einer Menge miissen nicht selbst zu ihr gehoren.
Satz 1.4.16. Es sei M C R eine Teilmenge. Dann gelten die folgenden

Aussagen:

1. xg € M ist genau dann Hdufungspunkt von M, wenn fir alle 6 > 0 die
Menge M N Bs(xo) unendlich ist.

2. x9 € M st genau dann kein Hdufungspunkt von M, wenn es ein 6 > 0
gibt, sodass M N Bs(xg) = {xo}-

Definition/Bemerkung 1.4.17. e Eine Teilmenge M C R heifit diskre-
te Menge, wenn keine ihrer Elemente ein Haufungspunkt ist.

e Als Erweiterung von Beispiel 1.4.2.1 erhélt man nun die Aussage, dass
jede Funktion auf einer diskreten Menge stetig ist.
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Definition 1.4.18. Es sei f : M — R eine Funktion, zy € R ein Haufungs-
punkt vom M und y, € R. Dann heif3t yo Grenzwert der Funktion f in xq,
wenn es fiir jede Zahl € > 0 eine Zahl 6 > 0 gibt, sodass |f(x) — yo| < € fiir
alle x € M\ {xo} mit |z — xo| < 6.

Etwas formaler:

Ve>036>0Vz e M\ {zo}: (Jlr —xo] <6 = |f(z) —wo| <e).

Wir schreiben in diesem Fall yop = lim f(z).

T—TQ

Vergleicht man das mit der Stetigkeit geméafl Definition 1.4.1 so folgt direkt
der Satz 1.4.21. Davor brauchen wir allerdings noch eine Definition.

Definition 1.4.19. Es sei f : M — R eine Funktion und zy € R ein
Hiufungspunkt von M. Eine Funktion f : M U {20} — R heifit stetige
Erginzung von f in xy, wenn f in zy stetig ist und f(z) = f(z) fiir alle
x e M\ {xo}.

Bemerkung/Beispiel 1.4.20. 1. In praktischen Anwendungen wird f in
der Regel auf M \ {z(} stetig sein, sodass die Funktion f dann auf dem
gesamten erweiterten Definitionsbereich M U {x} stetig ist.

x? =2

333—4:102—1—3:6—121
x° —x°—2x+2

d tionalen Funkti = im Punkt

ung der rationalen Funktion f(x) 58 1Bt — 5y g mPun

2. Die rationale Funktion f (x) = ist eine stetige Ergénz-

1’0:1.

Satz 1.4.21. yo ist genau dann Grenzwert der Funktion f : M — R im
Héiufungspunkt xo € R von M, wenn [ eine stetige Erginzung f in xo besitzt

mit f(2o) = Yo.

Satz 1.4.22 (Eindeutigkeit des Grenzwertes). Ist zo € R ein Haufungspunkt
von M, so hat f: M — R hdochstens einen Grenzwert in xq.

Folgerung 1.4.23. f: M — R ist genau dann im Héaufungspunkt xo € M

von M stetig, wenn lim f(z) = f(z).
T—T0

Es folgen einige Rechenregeln, deren Beweise im wesentlichen analog zu den
Beweisen der Satze 1.4.3 und 1.4.4 verlaufen.
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Satz 1.4.24. 1. Fir die Funktion f : M — R gelte lim f(z) = yo im
Tr—T0

Hdufungspunkt xo € R von M. Weiter sei N C R mit f(M)U{yo} C N
und g : N — R sei stetig in yo. Dann hat go f : M — R in xy den
Grenzwert g(yo), d.h.

lim g(f(x)) = g( lim f()).

r—x0 T—IT0
2. Besitzen die Funktionen f,g: M — R im Hdufungspunkt xo € R von

M einen Grenzwert, so besitzen f +g,f —g,fg : M — R und, falls
lim g(x) # 0, auch % : M\ N, = R Grenzwerte und es gilt
Tr—xT0

lim (f(z) +g(2)) = lim f(z)+ lim g(z),
Jim (f(z) - g(x)) = lim f(z) = lim g(x),
lim (f(z)g(x)) = lim f(z) lim g(z),

lim f(x
lim f(x) = T @ )
z—zo () lim g(x)

T—T0

Wir mochten auch untersuchen, ob eine Funktion einen Grenzwert besitzt,
wenn wir x sehr grofl werden lassen, also z — oo.

Definition/Bemerkung 1.4.25. Es sei f : M — R und y, € R.

e Ist M nach oben unbeschrinkt, dann ist

lim fl@)=yo: <= Ve>03C >0V € M : (z>C = |f(x)—yo| <e)

e Ist M nach unten unbeschriankt, dann ist

li)r_n fl@)=yo: <= Ve>03C <0V € M : (2 < C = |f(x)—yo| <e¢)

Die Rechenregeln aus Satz 1.4.24 gelten fiir diese Grenzwerte analog.

Bemerkung 1.4.26. Ist M nach oben unbeschrénkt, dann ist 0 ein Haufungs-
punkt der Menge M, := {1 | z€ MNR>"}. Ist f: M — R eine Funktion,
dann ist fy : My — R mit fi(z) := f(2) definiert. Damit gilt:

lim f(x) existiert <= lim f,(x) existiert
T—00 z—0

und beide Grenzwerte stimmen iiberein.
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Genauso wollen wir untersuchen ob der Grenzwert einer Funktion ,,unend-
lich“ist.

Definition/Bemerkung 1.4.27. Es sei f : M — R und zp € R ein
Héaufungspunkt von M. Wir definieren

lim f(z) = o0

1= VC>036>0Vee M\ {zo}: (Jz— 20| <0 = f(z) > )
lim f(z) = —o0
T—T0

1= VC <036 >0Vee M\ {zo}: (Jz— 20| <0 = f(z) <O)
e Die Rechenregeln aus Satz 1.4.24 gelten fiir diese Grenzwerte analog,
wenn man die folgenden formalen Regeln beachtet:
0+o00=00, —00—00=-—00, F00+c==+00
fiir ¢ € R, und weiter
o0 - (o0) = +o00, c¢ro0 =00
fiir alle c € R*.

e Man beachte, dass die Ausdriicke oo —oo und 0- 0o explizit ausgenommen
sind. Wie man an einfachen Beispielen erkennt, kénnen diese nicht
sinnvoll definert werden.

Zum konkreten Berechnen von Grenzwerten ist die folgende Aussage hilfreich

Definition/Bemerkung 1.4.28. 1. Es sei f : M — R eine Funktion,
o € R ein Haufungspunkt vom M und y, € R.

e 1y heillt oberer Grenzwert der Funktion f in xy und wir schreiben
Yo = :31\1};10 f(z), wenn

Ve> 036 >0Ve € M\{zo}: (0<az—139 <0 = |f(z)—wo| <e).

e o heiflt unterer Grenzwert der Funktion f in xy und wir schreiben

= lim f(x), wenn
Yo m/xof()

Ve>030>0Vz € M\{zo}: (0<z0—2 <6 =|f(x)—yo| <e).

2. Esgilt yp = lim f(x) <= yo= lim f(z) Ayo = lim f(z).
T—x0 /T TN\
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1.4.4 \Weitere Stetigkeitsbegriffe

In Abschnitt 1.4.3 haben wir ”in der Néhe eines Punktes liegen” mit Hilfe
des Haufungspunktes einer Menge formalisiert und schliefllich den Begriff
des Grenzwertes einer Funktion eingefiihrt. Hier wollen wir uns noch einen
weiteren Aspekt anschauen, der das von ”"von zwei Seiten gegen einen Punkt
laufen” vom Beginn des Abschnitts 1.4.1 konkretisiert.

Definition 1.4.29 (Folgenstetigkeit). Eine Funktion f : M — R heifit
folgenstetig in xo € M, wenn fiir alle Folgen (y,) in M mit lim y, = x stets
n—oo

Tim f(ya) = f(xo) gilt.

Die obige Definition sagt, dass eine Funktion folgenstetig ist, wenn die Grenz-
wertbildung und die Anwendung der Funktionsvorschrift vertauschbar sind.
Der folgende Satz sagt uns jedoch, dass wir damit nichts Neues definiert haben.

Satz 1.4.30. Eine Funktion ist genau dann folgenstetig, wenn sie stetig ist.

Bemerkung 1.4.31. 1. Der vorige Satz liefert einem eine Moglichkeit auf
"einfache” Weise zu zeigen, dass eine Funktion an einer Stelle nicht stetig
ist.

2. Eine kleine Umformulierung des Satzes liefert eine Beschreibung der
Grenzwertbegriffe fiir eine Funktion f : M — R mit Hilfe von Zah-
lenfolgen, siehe Definition 1.4.18 und Definition/Bemerkung 1.4.28. Es
gilt:

o lim f(z)=¢ <= Fiir alle (y,)nen in M \ {20} gilt

T—T0

li_{n Yp =9 = lim f(yn) =

n—o0

o li/m f(z) =& < Fir alle (yn)nen in M \ {zo} gilt
x Sxo

(vn:ynﬁﬂfo)/\ lim y, =x9 = lim f(yn)zf

o li\m f(z) =& < Fir alle (yn)nen in M\ {zo} gilt
T\, T0

(Vn:ynp > x0) A lim y, =29 = lim f(y,) =&
n—oo n—oo
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Bei der Uberpriifung der Stetigkeit zu einer vorgegeben Schranke ¢, kann die
Wahl der Zahl § stark von dem Punkt xy abhingen kann — wir haben das bei
der Funktion = +— % gesehen. ”Schoner” ist die Situation, wenn fiir jedes e
dieses 0 universell — d.h. unabhéngig von xy — gewahlt werden kann. Diese
Eigenschaft macht natiirlich ”punktuell” keinen Sinn.

Funktionen mit dieser Eigenschaft sind Gegenstand der folgenden Definition.

Definition 1.4.32 (Gleichméfige Stetigkeit). Eine Funktion f : M — R
heif3t gleichmdf$ig stetig, wenn es zu jeder Zahl € > 0 eine Zahl § > 0 gibt,
sodass |f(x) — f(y)| < e fiir alle z,y € M mit |z —y| < J.

Etwas formaler:

Ve>036>0Vz,ye M: (Jr—y| <d=|f(z)— fly)| <e).

Beispiel 1.4.33. e Die stetige Funktion f : Rt — R mit f(z) = I ist
nicht gleichméfig stetig.

e Die Funktion f: R=% — R mit f(z) = /7 ist gleichméBig stetig.
Bemerkung 1.4.34. Eine gleichméfig stetige Funktion ist auch stetig.
Satz 1.4.35. Eine stetige Funktion f : [a,b] — R auf einem abgeschlossenen
Intervall ist gleichmdfig stetig.

Die gleichméfige Stetigkeit lédsst sich noch etwas verschérfen:

Definition 1.4.36 (Lipschitz-Stetigkeit). Eine Funktion f : M — R heifit
Lipschitz-stetig, wenn es eine Zahl L > 0 gibt — die Lipschitz-Konstante —,
sodass

Va,y e M:[f(x) = fy)l < L]z —yl.

Bemerkung 1.4.37. Eine Lipschitz-stetige Funktion ist auch gleichméfig
stetig.

Beispiel 1.4.38. e Die gleichmiflig stetige Funktion f : R=° — R mit
f(x) = y/z ist nicht Lipschitz-stetig.

e Die Einschriankung der vorigen Funktion auf R>2 ist Lipschitz-stetig.
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Wir wissen wegen Folgerung 1.4.9 schon, dass jede stetige Funktion auf einem
abgeschlossenen Intervall, deren Bild ebenfalls in diesem Intervall liegt, einen
Fixpunkt hat. Da jede Lipschitz-stetige Funktion auch stetig ist, gilt das auch
fiir diese.

Die Lipschitz-Stetigkeit wird im kommenden Semester noch eine wesentliche
Rolle spielen. Deshalb formulieren wir hier schon eine Variante von Folgerung
1.4.9, die zusétzlich noch ein Verfahren liefert, wie man diesen existierenden
Fixpunkt — zumindest ndherungsweise — berechnen kann.

Satz 1.4.39 (wemer Fixpunktsatz). Es sei [a,b] C R ein abgeschlossenes
Intervall und f : [a,b] — R eine Funktion mit f([a,b]) C [a,b]. Weiter sei f
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L < 1. Dann gilt

1. Die Funktion hat einen eindeutigen Fizpunkt x* € [a,b], das heifit
f(x*) = x*, siehe auch Folgerung 1.4.9.

2. Dieser lisst sich als Grenzwert der rekursiv definierten Folge (x,,) be-
rechnen mit xy == f(zr_1) fir k > 1 und xy € [a,b] beliebig. Es gilt

daber
(a) oy — ™| < Llwg — 27|,
k
(8) ok — '] < T |y — o],
(c) |z —x*| < 7 |z — xp_1] -
Bemerkung 1.4.40. 1. Eine Funktion f: M — R mit f(M) C M heift

Selbstabbildung.

2. Man nennt eine Lipschitz-stetige Funktion f : M — M mit Lipschitz-
konstante L < 1 auch Kontraktion oder kontrahierende Funktion.

3. Die Funktionen, die in Satz 1.4.39 betrachtet werden, sind somit kontra-
hierende Selbstabbildungen.

4. Dass man auf keine der Voraussetzungen in Satz 1.4.39 verzichten kann,
zeigen die folgenden Beipiele:

(a) Das Intervall ist nicht abgeschlossen: f :]0,1] — |0, 1] mit f(z) =

1
5L
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(b) Die Abbildung ist keine Selbstabbildung: f : [0,1] — R* mit
f(x) =3z +3.

(c) Die Abbildung ist keine Kontraktion: f : [0, 1] — [0, 1] mit f(x) =
x.

5. Dass die Bedingungen jedoch nicht notwendig sind fiir die Folgerun-
gen 1. und 2. aus Satz 1.4.39, zeigt das Beispiel der Lipschitz-stetige
Selbstabbildung f : R — R mit f(z) = 2z. Sie hat einen eindeutigen
Fixpunkt, * = 0 obwohl Intervall offen ist und die Lipschitz-Konstante
L =2 > 1. Man kann diesen Fixpunkt jedoch nicht mit Hilfe der im
Satz angegebenen rekursiven Folge berechnen.

1.5 Differenzierbarkeit

Y

Wir widmen uns in diesem Abschnitt dem Unterschied der ” Verklebestellen’
der zweiten bis vierten Funktion zu Beginn von Abschnitt 1.4.1. All diese
Funktionen waren stetig, dennoch unterscheidet sich optisch die zweite von
der dritten und vierten: sie besitzt eine ”Ecke”. Das wollen wir im folgenden
konkretisieren und auch sehen, dass sich die Art der ”Verklebestellen” der
dritten und vierten Funktion unterscheiden.

1.5.1 Ableitung und Differenzierbarkeit

Es ist hinldnglich bekannt, was die Steigung einer linearen Funktion ist:
Man berechnet sie z.B. mit Hilfe eines Steigungsdreiecks. Im Fall einer nicht-
linearen Funktion macht das Steigungsdreieck so keinen Sinn, da man fiir
unterschiedliche z-Werte in der Regel unterschiedliche Dreiecke erhélt — das
sogar, wenn man einen der beteiligten Punkte festhélt.
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Abbildung 1.5.1: Differenzierbarkeit

Definition 1.5.1. 1. Die reelle Funktion f: M — R heif3t differenzierbar
im Hiufungspunkt xo € M, wenn der Grenzwert®

f/(l'o) — lim f(‘r) — f(l'())
T—T0 T — X
existiert. f'(zo) heifit dann die Ableitung von f an der Stelle xo. Der
Ausdruck M h

T — 2o

eiflt Differenzenquotient.

2. Ist f in z( differenzierbar mit Ableitung f'(zo), dann nennt man die
Gerade bzw. ihre beschreibende Funktion

Tfwo(x) = f(w0) + f'(w0) (2 — 20)

die Tangente an [ in xy. Sie entsteht als Grenzobjekt der Sekanten mit
den jeweiligen Differenzenquotienten als Steigung, sieche Abbildung 1.5.2

(OWenn wir im Folgenden von der Differenzierbarkeit einer Funktion f : M — R in
einem Punkt x¢o € M sprechen, dann setzen wir implizit voraus, dass dieser Punkt ein
Héufungspunkt von M ist.
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Abbildung 1.5.2: Tangente

To

/

1

f'(wo)

Bemerkung 1.5.2. Eine Funktion f : M — R ist genau dann in o € M
differenzierbar, wenn

o f'(zg) = 11112% {(zoth)=fize) (%Jrh});f (#0) existiert.
o f'(xg) = nh_}r&% fiir alle Folgen (a,) in M mit zo = nh—{go an,

existiert.

o f'(z9) = lim M fiir alle Nullfolgen (a,,) existiert.
n—o00 n

Bemerkung 1.5.3. In der Regel handelt es sich beim Definitionsbereich der

Funktion f um ein Intervall (oder um die Vereinigung von Intervallen). Unter

der Differenzierbarkeit in einem Randpunkt ist dann der einseitige Grenzwert

zu verstehen.

Beispiel 1.5.4. 1. Fiir alle n € N ist die Funktion f(z) = 2" in jedem

Punkt z( ihres Definitionsbereiches differenzierbar mit f'(zo) = naf ™

2. Die Funktion Fy(z) = 27 ist in = 0 differenzierbar und es gilt

E4(0) = lim n(¥/2—1).

n—00

Satz 1.5.5 (Lineare Approximierbarkeit). Die Funktion f : M — R ist genau
dann in xy € M von M differenzierbar,
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1. wenn es eine in xy stetige Funktion f M — R gibt mit
f(x) = f (o) + f () (2 — o)
fir alle € M. Es gilt dann f(zo) = f'(x0).

2. wenn es eine in xo stetige Funktion r: M — R mit r(x¢) = 0 und eine
Zahl c € R gibt, sodass

f(x) = f(zo) + c(x — 20) + 1(2)(x — 70)

fiir alle x € M. Dann ist c = f'(zo).

Beweisskizze. Insbesondere sind 1. und 2. dquivalent. Direkt sieht man das
wie folgt: Fiir 1. = 2. definiere ¢ := f(xo) und r(z) := f(z) — f(zo) und fiir 2.
= 1. definiere f(z) :=c+r(x). O

Bemerkung 1.5.6. Die Formulierung 2. des vorigen Satzes begriindet auch
den Namen ”Lineare Approximierbarkeit”: Die Tangentenfunktion 7%, :
M — R approximiert die Funktion f in z, von erster Ordnung®, d.h.

lim
Tr—xTQ T — xo
Folgerung 1.5.7. Ist f : M — R in 2y € M differenzierbar, so ist f in xg
auch stetig.

Satz 1.5.8. 1. (Kettenregel). Ist f : M — R differenzierbar im Punkt
rg € M und ist g : N — R mit f(M) C N im Punkt f(xo) differen-
zierbar, dann ist auch die Verkettung g o f : M — R im Punkt x)
differenzierbar und es gilt

(go f),(x0> = gl(f(Io))f/(xo) .

2. (Summenregel). Sind f,g: M — R beide in xy € M differenzierbar, so
auch die Differenz f — g und die Summe f + g und es gilt

(f £9)(z0) = f'(20) £ g'(x0) -

()Man sagt, eine Funktion g : M — R approximiert die Funktion f : M — R in zg € M

von k-ter Ordnung, wenn lim % =0.
T—xo 0)
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3. (Produktregel). Sind f,g: M — R beide in xy € M differenzierbar, so
auch das Produkt fqg und es gilt

(f9) (o) = f'(z0)g(wo) + f(x0)g'(20) -

Folgerung 1.5.9. Es ergeben sich sofort die folgenden Spezialfille: Sind
f,9: M — R in xq differenzierbar mit g(xy) # 0 und ist ¢ € R so gilt

g 9(xo)*
IAY L) — J'(@o)g(wo) — f(0)g' (20)
(y) FIEnE

Die letzte Rechenregel heifit auch Quotientenregel.

Eine weitere wichtige Konsequenz aus den Rechenregeln ist der folgende Satz.
Satz 1.5.10 (Ableitung der Umkehrfunktion). Es sei f : M — R injektiv
und in xqg € M differenzierbar. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
o [l st in f(xo) stetig und es ist f'(xo) # 0.
o f(xg) ist ein Hiufungspunkt von f(M) und die Umkehrfunktion f=! :
f(M) — R st in f(xg) differenzierbar.

Fiir die Ableitung gilt in diesem Fall

—1\/
zg)) = :

(f ) (f( 0)) F/(w0)

Beispiel 1.5.11. 1. Aus der Kettenregel folgt mit E,(z) = F»(xlogy(a)),
dass die allgemeine Exponentialfunktion E,(z) = ¢” in x = 0 differen-
zierbar ist. Es gilt £/(0) = lim n(/2 — 1) - log, a.

n—oo

2. Mit Satz 1.5.10 und der Ableitung der Potenzfunktion folgt, dass die
Wurzelfunktion x +— {/z ist in jedem Punkt ihres Definitionsbereiches
differenzierbar aufler in xy = 0.
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Definition 1.5.12. Eine Funktion f : M — R heifit differenzierbar, wenn sie
an jeder Stelle zo € M differenzierbar ist. Die Funktion

ff*M—TR

die jeder Stelle x € M die Ableitung f’(x) an dieser Stelle zuordnet, heifit
Ableitung von f.

Beispiel 1.5.13. 1. Aus Produkt und Quotientenregel folgt, dass alle Po-
lynome und rationalen Funktionen auf ihren Definitionsbereichen diffe-
renzierbar sind.

2. Beispiel 1.5.11 sagt, dass alle Wurzelfunktionen auf R* differenzierbar
sind.

3. Aus E,(z) = Eq(x0)E,(z — x0) folgt, dass die allgemeine Exponential-
funktion E,(x) = a” differenzierbar ist mit

E!(z) = EN0) - Eu(x),

a a

wobei E/(0) = lim n(3/2 — 1) - log, a von oben.

n—oo

Definition/Bemerkung 1.5.14 (Exponentialfunktion). 1. Die Fx-
ponentialfunktion ist die allgemeine Exponentialfunktion mit der
Eigenschaft E!(x) = E.(x). Die Basis heiflt Eulersche Zahl e und ist
gegeben durch®

2. Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion heiflt natirlicher Loga-
rithmus und wir schreiben

In:=log, : R" - R.
Beispiel 1.5.15. 1. Mit den Bezeichnungen von oben gilt

El(z) =1n(a) Ey(z).

a

OWir werden spéter etwas weniger sperrige Eigenschaften der Eulerschen Zahl kennen-
lernen, siche Bemerkung 1.6.37.
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2. Die Ableitung des natiirlichen Logarithmus ist die Normalhyperbel, d.h.
fiir alle x € R™* ist

In'(xz) = —.

T
Wegen der Symmetrie folgt sogar (In|z])’ = 2 fiir alle z € R*.

3. Die Ableitung der allgemeinen Potenzfunktion mit f(z) = 27 := e"»(®)

ist

f,(flf) _ erln(m) . _ Terln(r)—ln(x) _ T,e(r—l)ln(m) — T,:L,r—l )

r
x
1.5.2 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

So wie die stetigen Funktionen spezielle Eigenschaften haben, gilt dieses auch
fiir die differenzierbaren Funktionen.

Satz 1.5.16. Ist f : M — R differenzierbar und monoton steigend (fallend),
so ist f'(x) >0 (f'(x) <0) fir alle x € M.

Definition 1.5.17. e Eine Funktion f : M — R hat in xg € M ein
lokales Maximum (lokales Minimum), wenn es eine Zahl € > 0 gibt mit

f(z) < fxo) (f(x) > f(x0)) fiir alle x € M N U (o).

o Gilt f(x) < f(xo) (f(x) > f(xg)) sogar fiir alle x € M, dann nennt man
xo ein globales Maximum (gloales Minimum).

e Unterscheidet man nicht zwischen Maximum oder Minimum, so spricht
man von [okalen bzw. globalen Ezxtrema.

Satz 1.5.18. Besitzt die differenzierbare Funktion f . M — R im Hdaufungs-
punkt xg € M ein lokales Extremum so gilt f'(zo) = 0.

Bemerkung 1.5.19. Satz 1.5.18 muss fiir globale Extrema nicht richtig sein.

Bemerkung 1.5.20. Ist f : [a,b] — R stetig mit f(a) = f(b), dann hat f
auf ]a, b[ ein Extremum.

Satz 1.5.21 (Satz von Rolle). Ist f : [a,b] — R stetig und auf |a,b[ dif-
ferenzierbar und gilt f(a) = f(b), so gibt es mindestens ein xo € |a,b| mit

f’(ﬂ?o) =0.
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Tabelle 2: Einige Ableitungen

f(z) | f'(x) | Einschrinkungen

c 0 zeR
1 z € R

x" nz" ' |neN* zeR

1 n
— — neN* reR*
xn anrl
1
NZ —— |z eR*

Vi VT e N22 {x € R*, falls n gerade
x n 22,

n x € R*, falls n ungerade
T man m,n € N*, z € Rt
nx
e’ e’ reR
1
In(z) — reR*
x
a®  |In(a)a® |a>0, z€R
1
1 >0 R*
0g, () TTn(a) a>0,ze€

" ra™ ' |reR, xRt

Satz 1.5.22 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). 1. Ist f : [a,b] —
R stetig und auf |a,b| differenzierbar. Dann gibt es mindestens ein
xo € |a, bl mit

fla) — f(b)

flwo) = a—>b

2. (verallgemeinerte Variante). Sind f,g : [a,b] — R stetig und auf ]a,b]
differenzierbar, so gibt es mindestens ein xy € la,b[, sodass

(f(a) = f(b)) g (x0) = (g(a) — g(b)) f'(wo) -
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3. Sei f: I — R differenzierbar. Dann gibt es zu je zwei Punkten x,xq € I
ewn y zwischen x und xy mait

f(@) = f(wo) + f'(y)(x — xo) -

Beweisskizze. In 1. setzen wir h(z) = f(z)(a —b) — x(f(a) — f(b)) und in 2.
h(z) = f(x)(g(a) — g(b)) — g(x)(f(a) — f(b)). Auf diese Funktionen wenden
wir dann den Satz von Rolle an. g

Folgerung 1.5.23. 1. Ist [ ein Intervall und f : I — R differenzierbar
mit f'(z) =0 fiir alle z € [ so ist f konstant.

2. Ist I ein Intervall und f : I — R differenzierbar mit f’(x) # 0 fiir alle
x € 1, so0ist f injektiv.

3. Ist der Definitionsbereich der differenzierbaren Funktion f: I — R ein
Intervall, so gilt auch die Umkehrung von Satz 1.5.16: Ist f'(xz) > 0
(f'(z) <0) fiir alle 2 € I, so ist f monoton steigend (fallend).

4. Ist I ein Intervall und f : I — R differenzierbar mit f’(x) # 0 fiir alle
xel,soist f~1: f(I) = R ebenfalls differenzierbar auf dem gesamten
Bildintervall f(I) und es gilt

1
—1\/ __
(f ) - f, o f_l .
5. Ist I ein Intervall und f : I — R differenzierbar mit beschrankter
Ableitung, dann ist f Lipschitz-stetig.

6. Ist f': [a,b] — R stetig, dann ist f Lipschitz-stetig.

7. Ist in den beiden vorigen Punkten insbesondere |f'(z)| < L < 1 fiir alle
x € I, dann hat die Funktion f einen Fixpunkt.

Eine weitere wichtige Folgerung formulieren wir hier als Satz:

Folgerung 1.5.24. Gegeben seien zwei differenzierbare Funktionen f,g :
I — R auf dem endlichen Intervall /. Fiir den Randpunkt zy von I gelte
:}LH:EIO f(z) = xlirilo g(x) = 0 und weiter sei ¢’'(z) # 0 fiir alle z € I.
!
Wenn nun lim f/ (z) € R existiert, dann existiert auch lim M und beide
z—zo g (1) z—zo g(T)
Grenzwerte stimmen iiberein.
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Dieser Satz besitzt die folgende Verallgemeinerung:

Satz 1.5.25 (Regel von L’Hospital). Gegeben seien zwei differenzierbare
Funktionen f,g : I — R auf dem Intervall I =]a,b[, wobei a = —o0 oder
b = oo zugelassen sind. Weiter gelte ¢'(x) # 0 fir alle x € |a,b] und es
existiere
/
i 4 @)
z—b g’(x)

€ RU{+o0}.

Gilt dann noch eine der beiden Aussagen

lim f(z) =limg(z) =0 oder hgzl;f(x) = limg(z) = £o00.

r—b r—b r—b

so folgt
TR CO R €D

b g(x)  z—b g(x)
Analog gilt die Aussage fiir den anderen Randpunkt des Intervalls auf dem die
funktionen definiert sind.

ax

Beispiel 1.5.26. o lim — = oo, lim a%e™* = 0 fiir alle a,b > 0
x—00 I T—00
l a
e lim (na:)

—— =0, lim 2’(Inz)®* = 0 fiir alle a,b > 0
T—00 x x—0

1.5.3 Hohere Ableitungen und der Satz von Taylor

Ist eine Funktion f: M — R in jedem Punkt differenzierbar, dann existiert
die Ableitungsfunktion f’: M — R. Es stellt sich da die Frage, was diese
Funktion nun fiir Eigenschaften hat. Z.B: Ist diese Funktion gegebenenfalls
selbst differenzierbar? Wir wissen aus Folgerung 1.5.7, dass eine in einem Punkt
differenzierbare Funktion dort auch stetig ist. Wenn also f differenzierbar
sein soll, dann muss [’ auch stetig sein.

Bezeichnung 1.5.27. Eine Funktion f : M — R deren Ableitungsfunktion
f': M — R existiert und stetig ist, heifit stetig differenzierbar.

Definition 1.5.28. 1. Eine Funktion f : M — R heifit n-mal differenzier-
bar fiir n € N*, wenn die Ableitungen f', f" := (f')’,... f™ = (f™=D)":
M — R existieren. f® heifit dann die k-te Ableitung von f.
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2. Ist die k-te Ableitung f*) einer k-mal differenzierbaren Funktion stetig,
so heiit f k-mal stetig differenzierbar.

3. Existiert f™ fiir jedes n € N* so heifit f beliebig of differenzierbar.

4. Ist jede Ableitung einer beliebig oft differenzierbaren Funktion f stetig,
so heifit f glatt.

Beispiel 1.5.29. Die Funktion x +— z*|z| ist k-mal differenzierbar, aber nicht
(k + 1)-mal.

Bemerkung 1.5.30. Alle Rechenregeln bleiben auch fiir die hoheren Ablei-
tungen giiltig, bzw. lassen sich erweitern. Fiir das Produkt zweier Funktionen
gilt

n - n n—
(o)™ =3 (k)f(k) s
k=0

Fiir die Verkettung zweier Funktionen gilt

(fog) =(f"og)d)+ ([ o9y,
(fog)" =(f"og)d)+3(f"0g9)dd" + ([ og)g”,

oder allgemein die Formel von Faa di Bruno
(n) e - 1 K
(741 ~~~~~ Zn)epn ]:1
wobei P, alle n-Tupel (iy,...,14,) enthdlt mit i; + 2is + ... + ni, = n.

Satz 1.5.31 (Satz von Taylor). Es sei I ein Intervall, das mehr als einen
Punkt enthdlt. Weiter sei f : I — R eine (n+1)-mal differenzierbare Abbildung.
Dann gelten die folgenden dquivalenten Aussagen

e Fliir alle xo,x € I gibt es eine Zahl y € [xg,x] U [z, x¢], sodass

@) = flan) + L0 — ) o L5200

f"™ (o) S ()
n! (n+1)!

(x —x0)* + ...

+ (x —x0)" + (z — x)" .
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o Fir alle xg,x € I gibt es eine Zahl t € [0,1], sodass

F@) = Flao) + L 0y ¢ LU e
™) (g (D) (4 4+ (1 — £y 1

o [ir alle xg € I undt € R mit o+t € I gibt es ein s € [0,t] U [t,0],

sodass
! " (n)
f(:co+t):f(x0)+f(19!”0)t+f ;'fo)tzﬁLWJr / n(!xo)tn
wtnﬂ
(n+1)! '

Beweisskizze. (Per Induktion)
n = 0: Mittelwertsatz 1.5.22

n—1—mn: Seix; € I. Zu zeigen: Es gibt ein y zwischen z; und z(, sodass
_ — f% (o) k f(n+1)(?/) n+1

flwr) = ; @ @)+ e — o)

Fiir x1 = x¢ ist nichts zu zeigen und wir setzen x; # xy voraus.

Idee: Wir definieren eine Konstante ¢, die von z; abhéngt, durch f(z;) —

n
> —f(k;(g%) (11 — 20)F — (21 — 20)"™ = 0, und wir berechnen c.
=0

f(k)(xo)
k!
0

n+1

Sei dazu g(x) := f(x) —
k

(x — 20)* — c(x — 20)"!, sodass

n

n—l op(kt1) o i
g@) = 1)~ 3 T ) el 1) o)

k=0

Wegen g(x) = g(x1) = 0 gibt es mit Satz 1.5.21 ein § zwischen z; und xy mit
g'(y) = 0 oder

n—1 (k+1) 7o) . )
7@ =3 0 G ) el 1) - w0y
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Nun lésst sich die Induktionsannahme auf f’ anwenden und liefert

LB (@) () ()

fiir ein y zwischen g und xy. Ein Vergleich der beiden Ausdriicke gibt schliellich

SR ()
= (D! ]

Definition 1.5.32. Es gelten die Bezeichnungen aus dem obigen Satz. Dann
heifit das Polynom

n f(k) (z0)
k!

T fro0 () = (z — 20)"

k=0

das n-te Taylorpolynom von f an der Stelle xy. Der Term R, ¢, (z) = f(x) —
T, f20(2) heiBt Restglied und die Form

e (y)

n+1
R”vf,ivo(‘r) - (n+ 1)| )

(x — z¢

heifit Lagrangedarstellung des Restgliedes.
Bemerkung 1.5.33. e Ds n-te Taylorpolynom hat maximal den Grad n.
e Das lineare Taylorpolynom 77 ., entspricht der Tangente von f in .

e Fiir eine Funktion f hédngt die Zwischenstelle y aus dem Satz von Taylor
von allen eingehenden Groflien ab, also von xg, x und n. Weiter liefert
der Satz von Taylor nur die Existenz der Zwischenstelle y, er macht
jedoch keine Aussage iiber dessen genaue Lage. Daher konnen wir im
Allgemeinen keine Aussage dariiber machen, wie gut das Taylorpolynom
die Funktion bei wachsendem n ”approximiert”.

e Im Fall guter Approximation, kann das Taylorpolynom zur Berechnung
von Nédherungswerten von Funktionswerten genutzt werden.
Ist etwa die (n + 1)-te Ableitung von f : [a,b] — R stetig, und C' =
max |f*1(2)[, so ist der Fehler beschrinkt durch

z€la,b]
C(b—a)

’f(x) - Tn,f,wo(x)l S m :
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Beispiel 1.5.34. Wir betrachten f(z) = e~ und wollen die Zahl 1 auf vier
Nachkommastellen genau berechnen.

Wir haben in diesem Fall

T ro(z) = Z (=1) 2" und  Ryyip0(1) = (1) ———ns

e~ nl (n+1)!

fir ein y € [0, 1]. Damit ist der maximale Fehler den wir machen, wenn wir f
durch sein Taylorpolynom ersetzen,
1 1
ST (1 ( < .
‘e soll)] = (n+1)!

Wir sind mit unserer Naherung sicher auf 4 Nachkommastellen genau, wenn
der Fehler kleiner als 107? ist. Das erreichen wir, wenn wir n so wihlen, dass
(n+1)! > 105, also n + 1 > 8. Mit n = 8 erhalten wir

Ty r0(1) = 0.3678|5714... .

Wenn wir das mit £ = 0.36787944... und zusétzlich mit T7;0(1) =
0.3678|5714... und Tg 70(1) = 0.3680|5555... vergleichen, so sehen wir, dass das
gewéhlte n nicht optimal ist: bereits n = 7 liefert die gewiinschte Genauigkeit.

Satz 1.5.35. 1. Es sei f : I — R eine n-mal differenzierbare Funktion
und p ein Polynom hichstens n-ten Grades mit f*) (zg) = p®) (x0) fiir
alle k =0...,n. Dann gilt

Tn,f,xo (x) = p(fL’) :

2. Essei f: I — R eine n-mal differenzierbare Funktion und p ein Polynom
hochstens n-ten Grades. Weiter gebe es eine Funktion g mit g(zo) = 0,
sodass f die Darstellung

f(x) = p(x) + g(x)(z — 20)" .

hat. Dann gilt

T g () = pl)

Wegen des Satzes von Taylor 1.5.31 gilt in 2. die Riickrichtung auch: setze

2 FFD) (4 (2
g(z) = f (n+1()31( )
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Folgerung 1.5.36. 1. Aus der Vertréglichkeit der Differentiation mit der
Summenbildung und der Multiplikation mit Skalaren folgt, dass die
Zuordnung f — 1), s, linear ist. Das heifit fiir Funktionen f, g und
Zahlen o € R gilt

T?”L,f+g,270 = Tmfﬂfo + Tn’g)mo Y
Tn,af,zo = OéTvn,f,xo .

2. Es seien fiir £k € N und o € R die Funktionen ¢, : R — R mit

Qk»(fﬁ) = ﬂfk und pa([lj) = x
gegeben. Nun sei T}, ¢ das Taylorpolynom von f im Entwicklungspunkt

xo = 0. Dann gilt fiir die Funktionen f o ¢; und f o p,

T fope0 = Tn,f0 © Pas
Thn, foqr,0 = T, 1,0 © G -

Insbesondere ist im zweiten Fall zusatzlich
Tkn+€,foqk,0 = Tkn,foqk,o fir ¢ = 1, ceey k—1.

Diese Eigenschaften folgen aus dem zweiten Teil von Satz 1.5.35. Insbe-
sondere ist hier die Einschrinkung auf den Entwicklungspunkt z¢o = 0
wichtig.

Ein Nachweis dieser Eigenschaften ist auch direkt moglich: die erste
Aussage folgt aus einer einfachen Rechnung, die zweite Aussage ist we-
sentlich aufwéndiger und die Formel von Faa di Bruno kann hier hilfreich
sein.

Beispiel 1.5.37. 1. Das n-te Taylorpolynom eines Polynoms n-ten Grades
ist das Polynom selbst und das Restglied verschwindet.

2. Das n-te Taylorpolynom und das Restglied der Exponentialfunktion
x +— e” an der Stelle o = 0 ist

n k

T e n+1
T ro(z) = o und R, ro(z) = "
k! !
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Man sieht, dass dieses Restglied fiir beliebige x immer kleiner wird
(unabhéngig davon, wie y aussieht). Damit ist das Taylorpolynom eine
gute Nédherung fiir die Funktion selbst. Insbesondere gilt

. o1
e= JLIEOT"’f’O(l) = lim Z o
k=0

n—o0

3. Die Funktion f(x) mit

0; r € R0
T 1 0
e 2, reR”

ist in 7y = 0 beliebig oft differenzierbar mit f*)(z) = 0. Damit ist

das Taylorpolynom n-ter Ordnung durch die Nullfunktion gegeben,

Thro(r) = 0. Da lim f(z) = 1 ist, muss fiir grofie = das Restglied
Tr—00

ebenfalls ndherungsweise 1 sein.

Fiir das Restglied gilt

-4 an(y) n
Ry jolx) =¢ + y3(n+1)x a

fiir ein Polynom p,,, vom Grad 2n. Bei genauerer Betrachtung des Rest-
gliedes sieht man, dass ps, ein gerades Polynom ist, seine Koeffizienten
sehr stark mit n wachsen und die Vorzeichen der Koeffizienten alter-

nieren. Genauer gilt z.B. fiir den Leitkoeffizienten und das absolute
Glied

2n+1

Pa(y) = (=1)"(n+ 2y F... + m

Diese Polynome haben genau n positive und damit auch n negative
Nullstellen.

Da der Term 2™*! fiir x > 1 bei n — 0o gegen oo strebt, muss y sich
mit steigendem n einer Nullstelle von ps,, néhern, damit R, ;o(z) gegen
einen endlichen Wert streben kann, siehe Tabelle 3.

Mit Hilfe des Satzes von Taylor kénnen wir die Aussage aus Satz 1.5.18
verbessern
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Tabelle 3: Nullstellen von ps,

Losung y von f(x) = R, ro(z) Nullstelle von po,

n
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12

0.7703946416
0.5181291883
0.4030427309
0.4874825731
0.5626559372
0.4506953519
0.5004738241
0.5483631114
0.4551422528
0.4901515813
0.5244074428
0.4472533403

0.8164965809
0.5208516546
0.4032669285
0.4874306605
0.5626757648
0.4506960946
0.5004735728
0.5483632168
0.4551422554
0.4901515804
0.5244074432
0.4472533403

Satz 1.5.38. Es sei f: I — R eine mehrfach stetig differenzierbare Funktion
und es sei xg € I ein Extremum von f, d.h. es gilt f'(x¢) = 0, wobei xq kein
Randpunkt ist.

Ist nun f"(z¢) = ... = f&V(x) = 0 und f®(zy) # 0, dann gilt Folgendes:

o Ist k ungerade, so hat f in xqo kein lokales Extremum.
e [st k gerade, so hat f in xo ein Extremum, und zwar

— ein lokales Mazimum, wenn f*(zy) <0, und

— ein lokales Minimum, wenn f® (xq) > 0.

Beweisskizze. Der Satz von Taylor liefert in diesem Fall f(x) — f(zg) =
LI ® (y)(x — z0)* fiir ein y zwischen  und zo. Wir benutzen nun, dass aus
Stetigkeitsgriinden f*)(z) und f*)(z¢) und damit auch f*)(y) das gleiche
Vorzeichen haben. Ein Durchgehen der Fille liefert nun das Gewiinschte. [J

Bemerkung 1.5.39 (Funktionsdiskussion). Die Extrema einer Funktion f
sind niitzliche Objekte, wenn man den Verlauf des Graphen Gy untersuchen
mochte.

e f hat in zy ein Extremum <> (xo, f(z9)) Extrempunkt <> f'(zo) = ... =
f@ED (1) = 0 und f@R)(24) # 0 fiir ein k& > 0.
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Weiter niitzliche Punkte sind die Schnittpunkte des Graphen mit den Koordi-
natenachsen:

e Schnittpunkte mit der z-Achse <> Nullstellen von f

e Schnittpunkt mit der y-Achse <> (0, f(0)).

Daneben ist das ”Kriimmungsverhalten” des Graphen interessant. Dabei heifit
der Graph linksgekrimmt (rechtsgekrimmt), wenn man beim Durchlaufen
des Graphen in positive z-Richtung eine Linkskurve (Rechtskurve) macht.
Ein Punkt des Graphen, in dem sich das Kriimmungsverhalten dndert heifit,
Wendepunkt und der zugehorige x-Wert Wendestelle.

e Gy in zg linksgekriimmt (rechtsgekriimmt) <+ Die Steigung der Kurve
steigt (fallt) <> f"(xo) > 0 (f"(z0) < 0).

e (o, f(x0)) ist Wendepunkt <> f’ hat in z( ein Extremum <« f"(x¢) =
o= f®(zg) = 0 und fE*D(24) # 0 fiir ein k > 0.

Ebenfalls hilfreich fiir die Untersuchung des Verlaufs des Graphen ist die
Bestimmung von moglicherweise vorhandenen Asymptoten.

Beispiel 1.5.40. In Abbildung 1.5.3 haben wir die Graphen dreier Ab-
bildungen zusammengestellt, die eine ” Verklebestelle” haben. Obwohl alle
Klebestellen optisch ”glatt” sind, verhalten sie sich beziiglich Differentiation
ginzlich unterschiedlich; eingezeichnet sind in der Abbildung jeweils f(x) rot,

f'(x) blau, f"(x) und [ (x)
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Abbildung 1.5.3: Typen von ”Glattheit”
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1.6 Zahlenreihen und Potenzreihen

1.6.1 Zahlenreihen

Wir hatten als elementares Beispiel zur Induktion die geometrische Summen-
formel bewiesen:

n+1
2 n 1_q
1+q+q +...—|—q :1——(]

Auflerdem haben wir uns die Zahlenfolge (¢"),en angeschaut, und gesehen,
dass diese Folge fiir |¢| < 1 konvergiert mit Grenzwert lim ¢ = 0. Wendet

n—oo
man die Regeln im Umgang mit Grenzwerten an, so sehen wir dass fiir die

rechte Seite der geometrischen Summenformel

) 1 — qn+1 1
lim =
n—oo 1 —gq 1—g¢q

gilt. Wir interpretieren nun die linke Seite ebenfalls als Zahlenfolge (s, )nen
mit

n
o k
Sp 1= E q".
k=0

Nutzen wir die obige Diskussion, so sehen wir, dass die Folge (s,,) konvergent
mit Grenzwert

. 1
lim s, = ——.
n—o0 1—g¢q

Auf dhnliche Weise haben wir die Summe

TIREE R R
Shg bt

untersucht und gesehen, dass diese iiber alle Grenzen wéchst. Schreiben wir
ahnlich wie gerade

"1
Sn ::ZE
k=1

so bedeutet das, dass die Folge (s,,),en+ unbeschrankt ist.
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Definition 1.6.1. 1. Es sei (a,)n,en eine Zahlenfolge und es sei (8,)nen
die Folge, die durch Aufsummieren der einzelnen Folgenglieder entsteht:

n
Sp = E a .
k=0

Dann nennen wir die Zahlenfolge (s,)nen eine Zahlenreihe und wir
schreiben auch

(3n>n€1N = Z ayg .

Das Folgenglied s,, heifit auch die n-te Teilsumme der Reihe.

2. Wenn der Grenzwert der Folge (s,,) existiert, und gilt lim s, = r, dann
n—oo

heilt die Reihe konvergent und wir schreiben
Z Qp = T.
k=0

Einige einfache Folgerungen aus dem Umgang mit Zahlenfolgen und ihren
Eigenschaften sammeln wir in der folgenden Bemerkung.

Bemerkung 1.6.2. 1. Eine Reihe ) aj ist genau dann (streng) monoton
wachsend, wenn a,, > 0 (a, > 0) fir alle n € N

2. (Cauchy-Konvergenzkriterium). Eine Reihe ist genau dann konvergent,
wenn die Teilsummen eine Cauchyfolge bilden. Das heifit:

n+l
Ve > 0dng € NVn > nogVl > 0: [spie — sp| = ‘Zak‘ <€
k=n

3. Man kann endlich viele der Folgenglieder der Folge (a,,) d&ndern ohne die
Konvergenzeigenschaft der Reihe ) a; zu beeinflussen.

o o
4. Existiert Y ay, so existiert auch Y ay fiir jedes m € N.
k=0 k=m

5. (Monotoniekriterium). Ist a, > 0 fiir alle n, so konvergiert die Reihe
> ap genau dann, wenn die Folge (s,,) der Teilsummen beschrénkt ist.
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Satz 1.6.3. Eine Reihe > ay, ist hochstens dann konvergent, wenn (a,) eine
Nullfolge bildet.

Beispiel 1.6.4. 1. Die geometrische Reihe Y ¢~ ist fiir |¢| < 1 konvergent
und fiir |¢| > 1 divergent.

2. Die harmonische Reihe Z% divergiert.

1
k(k+1)

3. Die Reihe ) m konvergiert mit >
k=1

4. Die Reihe ) % konvergiert und es ist

=1 , \"
S (1)
k=0

Fiir die Teilsummen von Y 4 gilt
=~ 1 = 1\ k-l SN
n — — <1 <—> <1 <_> :37
nrmEstrinl) i

wegen k! > 2871 fiir £ > 1. Damit erfiillt % die Voraussetzungen aus

Bemerkung 1.6.2.2 und es sei s = lim s, = Y .

Weiter wissen wir aus den Ubungen, dass die Folge (a,,) mit a,, = ( 1—|—%)n

konvergiert, etwa lim a, = a.
n—oo

Nun gilt fiir alle n <m
m n k—1
m\ 1 1 14
k=0
damit ist a < s und a > s,, also ¢ > s. Zusammen erhalten wir A = s.

Folgerung 1.6.5. Mit Definition/Bemerkung 1.5.14 und Beispiel 1.5.37.2
haben wir damit die folgenden Darstellungen fiir die Eulersche Zahl e:

n—o0

lim n(¥2-1) . < 1)" =1
= 2nik = lim (1+-) =Y —.
e um + - ; [
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Definition 1.6.6. Eine Zahlenreihe ) a,, heifit absolut konvergent, wenn die
Reihe > |ay| konvergiert.

Folgerung 1.6.7. 1. Eine absolut konvergente Reihe ist sicher konvergent.
Die Dreiecksungleichung fiir die jeweiligen Teilsummen {ibertragt sich
auch auf den Grenzwert:

0o (3]
’Zak SZ‘CZ}J
k=0 k=0

2. Eine Reihe ) a; konvergiert genau dann absolut, wenn die Folge der
Summen Y |ag| beschrankt ist.
k=0

Ahnlich wie mit konvergenten Folgen, kann man auch mit konvergenten Reihen
rechnen und der Beweis verlauft vollig analog. Die Grenzwerte verhalten sich
dann so wie ihre Teilsummen:

Satz 1.6.8. Es seien Y ay und Y by konvergente Reihen. Dann sind auch
die Reihen > (ax + bx), > (ar — bg) und fir o € R auch die Reihe > (aay)
konvergent mit

Z(akibk):Zak:I:Zbk, Zaak —aZak
k=0 k=0 k=0 k=0

Satz 1.6.9. Ist > ax eine konvergente Reihe, so darf man die ay beliebig
zusammengfassen, wenn man thre Rethenfolge beibehdlt.
Das heifit, ist 0 < ng < ny < ... und die Folge (b,) gegeben durch

boi=ap+...+ay, und by=a,, ,41+...+a, fir k>1,

so ist Y by konvergent mit

00 00
E bk = E ag .
k=0 k=0

Bemerkung 1.6.10. Umgekehrt darf man vorhandene Klammerungen in
einer konvergenten Reihe nicht unbedingt weglassen; Man darf das genau dann
tun, wenn die daraus resultierende Reihe selbst konvergiert.
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Dass man in einer Reihe nicht beliebig klammern oder ausklammern darf, fithrt
direkt zur Frage, wie sich eine Reihe bei einer " Umsortierung” der Glieder
verhélt.

Definition 1.6.11. Es sei f : N — N eine bijektive Abbildung und > ay sei
eine Zahlenreihe. Dann nennt man die Reihe ) afq eine Umsortierung der
Ausgangsreihe.

Satz 1.6.12. 1. Ist Y ay eine absolut konvergente Reihe, so konvergiert
jede Umsortierung Y apuy und es gilt Y aypy = > Q.
k=0 k=0

2. (Riemannscher Umordnungssatz). Ist > ay eine konvergente aber nicht
absolut konvergente Reihe, dann gibt es zu jeder Zahl r € R eine Um-

sortierung Y Gy, sodass Y apg) =
k=0

Wir haben uns oben schon fiir Summen und Differenzen von Reihen interessiert.
Daher ist die Frage nach Produkten ebenfalls natiirlich.

Definition 1.6.13. Es seien (aj) und (by) Folgen und es sei K = { Ny, Ny, ...}
eine beliebige Klasseneinteilung der Menge {a;b; |i,j € N} wobei jedes Ny
endlich ist. Weiter sei (p,) die Folge mit p, = > ___y 2. Dann nennt man } _ py,
eine Produktreihe der Reihen > aj und > by.

Satz 1.6.14. Die Reihen > aj und Y by seien absolut konvergent und es sei
> pi eine ihrer Produktreihen. Dann ist > py, absolut konvergent und es ist

S () (20)

Beweisskizze. Es reicht wegen Satz 1.6.12 eine spezielle Produktreihe zu
betrachten. Wir wéhlen diejenige aus der abschliefenden Folgerung 1.6.15,

k
also pr = Y a;by_;.
j=0
n n oo
Wir setzen s¢ := Z lag| und sb = " |byl, sowie s, = lim s% = Z lax| und
k=0 o =0

sp := lim s Z |bg|. Dann ist > |px| absolut konvergent, denn

n—o0 =0

n+t n+4 k n+l k n+t n+t

>l =3 Y abe—i| < 20D lasllbes] = (X leul) (o 1l)-

k=n j=0 k=n j=0
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Es gilt zusétzlich Y pr = s.9, denn
k=0

3

n

n k
a b
‘ E pk—sasb’ = ‘ E ajbk,j—sasb‘ = ’ aj bk—sasb’ = |s0s) — SaSp| -

k=0 =0 k=0 k=0
]
Folgerung 1.6.15. Sind > a; und ) by absolut konvergent, so gilt

(g ) ()5

1.6.2 Konvergenzkriterien fiir Zahlenreihen

Aus den Eigenschaften der Folge (x,) bzw. aus ihr gewonnener Folgen, lassen
sich oft Riickschliisse auf die Konvergenz einer zugeordneten Reihe ziehen. Das
liefert dann aber in der Regel keine Aussage iiber den Grenzwert der Reihe.

Satz 1.6.16 (Leibniz-Kriterium). Ist (a,) eine monoton fallende Nullfolge,

so konvergiert die alternierende Reihe Y (—1)Fay,.

Folgerung 1.6.17. Zu jeder Zahl r € R gibt es eine Umsortierung der

alternierenden harmonischen Reihe %, die gegen r konvergiert.

Satz 1.6.18 (Majorantenkriterium). Es sei Y ¢ eine konvergente Reihe mit
¢n > 0 fiir alle n € N. Weiter sei (a,) eine Folge und es geben ein ng € N,
mit |a,| < ¢, fir alle n > ng. Dann ist die Reihe ) ay ebenfalls konvergent.

Satz 1.6.19. Es sei Y ay eine Reihe.

1. (Wurzelkriterium) Gibt es ng € N und eine Zahl 0 < n < 1 mit
Ve <n
fiir alle n > nyg, so konvergiert die Reihe > ay absolut.

2. (Quotientenkriterium) Gibt es ng € N und eine Zahl 0 < n < 1, sodass
an # 0 und

Ap+1
Qn,

<n

fir alle n > nyg, so konvergiert > ay, absolut.
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3. Gilt in beiden Fillen jedoch unendlich oft "> 17, so ist > x, divergent.
Folgerung 1.6.20. Es sei > a;, eine Zahlenreihe.
1. (Minorantenkriterium) Ist ) ¢ eine divergente Reihe mit ¢, > 0 fiir

alle n € N, und ist ab einem Index ng stets z, > ¢,, so ist Y _ a;, ebenfalls
divergent

2. Gilt lim

n—oQ

An41
n

< 1oder lim {/|a,| <1, so konvergiert > a,, absolut.
n—oo

3. Gilt lim

n—oo

Ant1
n

> 1 oder lim {/|a,| > 1, so divergiert > a,,.
n—oo
4. Ist der Limes = 1, so kann man keine Entscheidung treffen

Satz 1.6.21 (Verdichtungskriterium). Die Folge (a,) sei nicht-negativ und
monoton fallend. Dann ist Y ap genau dann konvergent, wenn die Reihe
S~ 2%aqy konvergent ist.

— sind genau dann konver-

. . 1 1
Beispiel 1.6.22. ° Z o und Z W
gent, wenn a > 1 ist.

k!
° Z % ist konvergent.

k

2
. Z i ist konvergent.

1.6.3 Potenzreihen

Wir haben in Satz 1.5.31 gesehen, dass die Taylorentwicklung einer reellen

Funktion f im Punkt xq die Form f(z) = > ap(z — 20)* + R, () hat, wobei
k=0
ap = % Wir nehmen jetzt an, dass f beliebig oft differenzierbar und

2o = 0 ist®. Es ist also fiir jedes n € N

f(x) = Z arx”® + Ry ().

()Das diirfen wir ohne Einschrinkung annehmen, indem wir zur Funktion f mit f (x) =
f(x — x) iibergehen.
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Das n-te Taylorpolynom an einer Stelle x € R ldsst sich somit als n-te
Teilsumme der Reihe

E akxk

auffassen.

Definition 1.6.23. Es sei (a,) eine Zahlenfolge und zy € R.

e Die Zuordnung, die jedem Punkt z € R die Zahlenreihe Y ax(z — z¢)*
zuordnet, heiflt eine Potenzreihe mit Mittelpunkt xg.

e Eine Potenzreihe heiit konvergent in x = x,, wenn die Zahlenreihe
S~ aw(1 — x0)* konvergiert. Sie heiBt absolut konvergent in x = x;, wenn
die Zahlenreihe > |ag||z1 — zo|* konvergiert.

Da jede Potenzreihe in ihrem Mittelpunkt konvergiert, nutzen wir noch folgende
Differenzierung

e Eine Potenzreihe heifit konvergent wenn sie nicht nur in x = xy konver-
giert.

e Eine Potenzreihe heifit divergent, wenn sie nur in x = zy konvergiert.

Bemerkung 1.6.24. Zwei Potenzreihen® >~ a2* und Y bpa* sind genau
dann gleich, wenn a,, = b,, fiir alle n € N. Hierbei heilen zwei Potenzreihen
gleich, wenn alle ihre Teilsummen gleich sind.

Aus den Konvergenzkriterien fiir Reihen erhalten wir sofort die folgende
Aussage.

Satz 1.6.25. Es sei > apx® eine Potenzreihe.

1. Konvergiert die Potenzreihe in einem Punkt xo # 0, dann konvergiert
sie in jedem Punkt x € | — ||, |zo|[ absolut.

2. Die Vereinigung K C R aller offenen Intervalle, in denen die Potenz-
rethe konvergiert, ist ein um 0 symmetrisches offenes Intervall. Dort
konvergiert die Potenzreihe absolut.

OWir nehmen im Folgenden auch fiir Potenzreihen an, dass zo = 0 ist.
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3. Existiert

dann konvergiert die Potenzreihe in jedem Punkt x € | — R, R absolut.

4. Eristiert

Qn

R = lim

n—oo

Y

Qpy1
dann konvergiert die Potenzreihe in jedem Punkt x € | — R, R absolut.

Bezeichnung 1.6.26. Das Intervall K aus 2. heifit Konvergenzbereich und
die Halfte seiner Lénge heifit Konvergenzradius. Der Konvergenzradius lésst
sich mit 3. oder 4. berechnen. Hier lassen wir auch R = 0, K = & und
R=00, K =R zu.

Bemerkung 1.6.27. 1. Konvergiert > azz* in 2 € R nicht, dann gilt
Kc|—z,z.

2. Es kann sein, dass eine Potenzreihe in keinem, in einem oder in beiden
Randpunkten von K konvergiert.

Z.B. konvergiert > % nicht in = 1, sodass K C | — 1, 1[. Andererseits
konvergiert sie in = —1, sodass | — 1, 1[ C K. Damit ist K =] —1,1]
mit Konvergenz in einem Randpunkt.

Bemerkung 1.6.28. Betrachtet man eine Potenzreihe der Form
S an(x — x0)¥, so bleibt das obige alles richtig, nur dass das Konvergenz-
bereich um xz( zentriert ist, also K = |zg — R, zo + R[, wobei R etwa wie in
Satz 1.6.25.3 oder 4 berechnet wird.

Satz 1.6.29. Die Potenzreihe > apx”® habe den Konvergenzbereich K mit
Konvergenzradius R > 0 und es sei xqg € K. Dann gilt fir alle v € K mat
|z — x| < R — |0

oo o0
Z apx® = Z bi(x — 20)"
k=0 k=0

—Nya
mat bk = Z (k’) akméfk.

{=k
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Beweisskizze. Die obige Formel wird plausibel, wenn man endliche Summen
betrachtet. Ein formaler Beweis der obigen Aussage benutzt Aussagen iiber

oo
die Umsortierung von Doppelreihen, das sind Reihen der Form ) a;;. O
ij=1

Bezeichnung 1.6.30. Ist die Potenzreihe > a,z* auf K # @ konvergent, so
definiert sie eine Funktion f: K — R mit f(z) = Y apa* fiir alle z € K, die
k=0

so genannte Grenzfunktion. Diese bezeichnen wir ebenfalls mit > azz*.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir uns noch mit einigen Eigenschaften
der Grenzfunktionen von Potenzreihen beschiftigen.

Satz 1.6.31. Hat die Potenzreihe > arz® einen Konvergenzbereich K # &,
so st thre Grenzfunktion dort stetig.

Satz 1.6.32. Hat die Potenzreihe > apz® einen Konvergenzbereich K # @,
so ist die Grenzfunktion dort beliebig oft differenzierbar, und die Ableitung
erhdlt man durch summandenweises differenzieren, also

(Zak:ﬁk>, = Z(k + 1ag12" .

Insbesondere hat die Ableitungsreihe den gleichen Konvergenzradius.

Wir erhalten die folgende niitzliche Aussage.

Folgerung 1.6.33. Jede Potenzreihe ist die Taylorentwicklung ihrer Grenz-
funktion.

Satz 1.6.34 (Identititssatz fiir Potenzreihen). Es seien Y apx® und Y bya®
zwet Potenzreithen mit dem gleichen Konvergenzbereich K # &. Stimmen
die beiden Grenzfunktionen auf einem noch so kleinen Intervall B,(0) C K
tiberein, so stimmen sie schon auf ganz K tiberein.

Da Folgerung 1.6.33 in Anwendungen sehr zentral ist, wollen wir auch die
,Riickrichtung” der dortigen Aussage diskutieren.

Bemerkung 1.6.35. Es sei I C R ein offenes Intervall und f : I — R
beliebig oft differenzierbar. Weiter sei T}, s, () = > %(x — 20)F das
k=1

Taylorpolynom von f im Entwicklungsmittelpunkt x. Thre Taylorentwicklung
— also die Potenzreihe, die genau die Taylorpolynome von f als Teilsummen
hat — heiflt Taylorreihe von f. Dann gilt
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e Die Restglieder der Taylorentwicklung konvergieren auf einem Intervall
J C I genau dann gegen Null, wenn f | , mit der Grenzfunktion der
Taylorreihe auf J iibereinstimmt.

e Die Grenzfunktion der Taylorreihe muss an keiner Stelle mit der Aus-
gangsunktion f iibereinstimmen (aufer im Entwicklungsmittelpunkt

Io).

Beispiel 1.6.36. 1. z — e” ist auf ganz R die Grenzfunktion ihrer Tay-

lorreihe ]j
2. f:x—1In (1+_:v) eingeschrankt auf K =] — 1,1] ist die Grenzfunktion
ihrer Taylorreihe > %xk :
7 fiire >0
3. Die Taylorreihe der Funktion f(z) = ° ure aus Beispiel

0 firz <0
1.5.37 ist die ,,Nullreihe“. Diese konvergiert offensichtlich auf ganz R mit
Nullfunktion als Grenzfunktion Fir x < 0 stimmt die Grenzfunktion
mit f {iberein. Genau dort konvergiert auch das Restglied gegen 0.

e 32 fir x # 0

4. Die leicht abgewandelte Funktion f(z) = istinxzg =0

0 fiir x =

ebenfalls beliebig oft differenzierbar mit verschwindenden Ableitungen.
Damit ist die Taylorreihe wieder die Nullreihe. Thre Grenzfunktion stimmt
(auBer in 0) an keiner Stelle mit f {iberein.

Bemerkung 1.6.37. In Ergénzung zu Folgerung 1.6.5 erhalten wir die fol-
genden Darstellungen der Exponentialfunktion:

hrn n( \f 1) > Z‘ . T\"™
ev kZ:: L U

Hier sind die ersten beiden Aussagen leicht zu sehen, fiir die letzte zeigt man,
dass der Ausdruck die Funktionalgleichung und die Normierungsbedingung
aus Satz 1.3.30 erfiillt.
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1.7 Die Winkelfunktionen und die Arkusfunktionen

1.7.1 Die Winkelfunktionen

Wir kennen die Definition des Sinus und des Kosinus als Grofien, die einem
Winkel ¢ in einem rechtwinkligen Dreieck zugeordnet sind, sin(¢), cos(¢). Statt
des Winkels ¢ kann man auch die Bogenlidnge x = W% eines Segments des
Einheitskreises betrachten, siche Abbildung 1.7.1.

Abbildung 1.7.1: Der Einheitskreis

Die 27-periodische Erweiterung des Bogenlingenbereichs z € [0,27) auf
ganz R liefert zwei Funktionen sin : R — R und cos : R — R den Graphen
geméafl Abbildung 1.7.2

Abbildung 1.7.2: Sinus und Cosinus

sin(z)

) Eine Funktion f : R — R heiit T-periodisch oder periodisch mit Periode T, wenn
f(z) = f(x+T) fur alle z € R.
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Mit dieser (rein anschaulichen) ”Definition” kénnen wir einige (ebenfalls
anschauliche) Eigenschaften ablesen:

[W1] Variiert man die Bogenlédnge x nur ein wenig, so dndern sich die Werte
fiir Sinus und Kosinus ebenfalls nur wenig:

Sinus und Kosinus sind stetige auf ganz R definierte Funktionen .

[W2] cos ist eine gerade und sin ist eine ungerade Funktion.
[W3] Es gilt cos(0) = 1.

[W4] Wird x sehr klein, dann weicht die Lénge des Bogens nicht weit von dem
Lot sin(z) ab:
lim sin(x)

x—0 €x

=1

Wir gehen zuriick zu den Betrachtungen an rechtwinkligen Dreiecken und
betrachten die folgenden Konstellationen:

Abbildung 1.7.3: Additionstheoreme

——  cos(z) sin(y) —+— sin(z)cos(y) —
b )

=.
B
= &
= %) z.
3 7 E
) <2y .~
= o8 =

z JS
© To
X 13
y T4y s
T +
NS

sin(z + y)
Dann sehen wir, dass (zumindest fiir die Grofien in der Grafik)

[W5] die folgenden Additionstheoreme gelten

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y) ,
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cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y) .

Wir wissen hier nicht, ob es tatséichlich Funktionen gibt, die die obigen (an-
schaulichen) Eigenschaften [W1]-|W5] haben. Unabhéngig von ihrer Existenz
definieren wir dennoch fiir zwei hypothetische Funktionen wie folgt.

Definition 1.7.1 (Winkelfunktionen 1). Als Sinus und Kosinus bezeichnen

wir zwei Funktionen sin : R — R und cos : R — R mit den Eigenschaften
[W1] bis [W5].

Folgerung 1.7.2 (Eigenschaften der Winkelfunktionen). Es gelten die folgen-
den Rechenregeln:

2 2
cos(z) — cos(y) = —2sin(¥) sin(*5Y)
cos(z) + cos(y) = 2 cos(ZE¥) cos(5Y)

4. sin®(x) + cos?(z) = 1

5. 2sin*(%) = 1 — cos(x)
2cos?(£) = 14 cos(x)

6. Der Wertebereich von Sinus und Kosinus ist im Intervall [—1, 1] enthalten.

Beweisskizze. 1 folgt aus [W5] und [W2]. 2 folgt aus [W5] mit x = y. 3 folgt
aus [W5] und 1 fiir die Argumente 2. 4 folgt aus [W3] und 1 mit z = y. 5
folgt aus 4 und [W5] mit z = § + §. 6 folgt aus 5. O

Satz 1.7.3. Es ist sin(0) = 0 und die Winkelfunktionen sind differenzierbar
mit Ableitungen

sin’(x) = cos(x) und cos'(x) = —sin(z).
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Beweisskizze. sin(0) = 0 folgt aus 4 und [W3|. Die Ableitungen folgen aus
[W1], [W4] und 1.7.2.3. O

Definition/Satz 1.7.4. e cos besitzt positive Nullstellen.

o Wir definieren nun © als das Doppelte der kleinsten positiven Nullstelle
V0N COS.

Beweisskizze. Die Annahme, dass es keine positive Nullstelle gibt fiithrt mit
Satz 1.7.3 und Folgerung 1.7.2.2 zum Widerspruch. Wegen [W3] und [W1]
muss dass Infimum der positiven Nullstellenmenge von cos echt positiv und
selbst eine Nullstelle sein, also das Minimum dieser Menge. U

Folgerung 1.7.2 (cont.). Mit Hilfe der kleinsten Nullstelle von cos erhalten
wir aus [W3], [W5] und 1.7.2.1-5

7.sin(3) =1, sin(m) =0, cos(m)=—1
8. sin(z + m) = — sin(x)
cos(x + ) = — cos(z)
9. sin(x + §) = cos(x)
cos(x + §) = —sin(x)
10. sin(m 4+ x) = —sin(7m — x)
cos(m + x) = cos(m — x)
11. sin(§ + x) = sin(§ — )
cos(3 +x) = —cos(§ — )

Folgerung 1.7.6. 1. Das Intervall [—1, 1] ist der Wertebereich von Sinus
und Kosinus.

2. Sinus und Kosinus besitzen die folgenden Nullstellenmengen:

./\/'sin:{kﬂ'“{?GZ}, -/V‘Cos:{zk%lﬂ"kez}.

Beweisskizze. 1 folgt aus [W1] und dem Zwischenwertsatz 1.4.10. Fiir cos
folgt in 2 die Richtung ” D" aus Folgerung 1.7.2.7-11 und " C” mit den gleichen
Formeln durch Widerspruch aus der Annahme es gébe in weiteres zwischen =

2
und 37” O
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Satz 1.7.7. sin und cos sind die Grenzfunktionen der folgenden Potenzreihen

(D" okt (=D* »
Z ok + 1)!x M1 und me k.

Das bedeutet, beide Potenzreihen haben Konvergenzbereich R und ihre Grenz-
funktionen erfillen die Punkte [W1]-[W5].

Beweisskizze. Dass der Konvergenzbereich der Reihen R ist folgt aus dem
Quotientenkriterium. Es seien s(z) und ¢(x) die Grenzfunktionen der obigen
Reihen. Dass s und ¢ [W1]-[W4] erfiillen folgt direkt durch Nachrechnen und
den Ergebnissen aus dem Abschnitt {ibe Potenzreihen. [W5] kann man zeigen,
indem fiir die Teilsummen s, (z) und ¢,(x) nachweist, dass nh—>r20 Son(T +y) =

nhjEO (sn(x)cn(y) — sn(y)cn(x)) gilt. O

Definition 1.7.8 (Winkelfunktionen 2).

1. Der Sinus, sin : R — R, und der Kosinus, cos : R — R, sind durch ihre
Potenzreihen geméafl Satz 1.7.7 definiert. Sie haben qualitativ den in der
Einfiihrung zu diesem Abschnitt skizzierten Verlauf.

2. Tangens, tan : R\ M — R, und Kotangens, cot : R\ Ny, — R, sind
definiert durch
sin(x) ~ cos(z) 1

tan(x) = cos(z) cot(z) :=

sin(z)  tan(z)’

3. Sekans, sec : R\ My, — R, und Kosekans, sec : R\ M5 — R, sind
definiert durch

1 1
SGC(ZE) = m7 CSC(ZL’) = m .
Bemerkung 1.7.9. 1. Tangens und Kotangens sind m-periodisch, Sekans
und Kosekans sind 27-periodisch und haben Graphen gemé&fi Abbildung

1.7.4-1.7.5.

2. Die Ableitungen der weiteren Winkelfunktionen sind

1
tan’(z) = (1) sec’(z) = 1 + tan®(z),
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cot'(x) = 21 = —csc?(z) = —(1 + cot?(z)),

x)

sec’(r) = — tan(z) sec(z) = — sin(x) sec?(z) ,
csc’(z) = cot(x) esc(x) = cos(x) esc?(x) .

3. Folgerung 1.7.2 liefert nun weiter Identitaten:

AN 1 —cos(z)  sin(z)  1-—cos(z)
tan (5) =+ 1 +cos(z) 1+4cos(x)  sin(x)
tan(z) + tan(y)

tan(z £ y) = 7 tan(z) tan(y) ’
cot(z +y) = C;);((gg)cit g/))t(]F )1 ’
tan(z) tan(y) = tcirtlg; 12?8)) ’
tan(z) cot(y) = Ei?fff I tcsrtlgi '

Abbildung 1.7.4: Tangens, Cotangens

Bemerkung 1.7.10. Nehmen wir an, dass die hier gefundenen Funktionen
tatsdchlich die eingangs diskutierte Situation am Einheitskreis widerspiegelt,
dann findet man die Grolen dort wie in Abbildung 1.7.6.
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Abbildung 1.7.5: Sekans und Kosekans

sec (x)

-0.25 0 0.25 0.5 0.75

-0.254

Satz 1.7.11. Es sei f : R — R definiert durch

B Sin(%), x#0
o= { G o2,

Dann gelten folgende Aussagen:
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o f st auf R* beliebig of stetig differenzierbar.
o x> f(x) ist in v = 0 nicht stetig.!)
o ©+— xf(x) ist stetig in x =0, aber dort nicht differenzierbar.

o v+ 22f(x) ist in x = 0 differenzierbar, aber die Ableitung ist dort nicht
stetig.

x— 23 f(x) ist in x = 0 stetig differenzierbar, aber dort nicht zweimal
differenzierbar.

Allgemein gilt fir k > 0:
o v x%f(x) ist in x =0 (k — 1)-mal stetig differenzierbar und k-mal
differenzierbar, aber die k-te Ableitung ist dort nicht stetig.
o v — 2L f(z) ist in x = 0 k-mal stetig differenzierbar, aber dort nicht

(k + 1)-mal differenzierbar.

1.7.2 Die Arkusfunktionen

Die Winkelfunktionen sind wegen ihrer Periodizitét selbstverstéindlich nicht
injektiv und daher nicht invertierbar. Schrinkt man sie jedoch auf geeignete In-
tervalle ein, so erhélt man sogar bijektive Funktionen. Ihre Umkehrfunktionen
nennt man Arkusfunktionen.

Definition 1.7.12. 1. Der Arkussinus,
arcsin : [-1,1] - R,

ist die Umkehrfunktion des Sinus nachdem man diesen auf das Intervall

[—%, 5] eingeschrénkt hat.

2. Der Arkuskosinus,
arccos : [—1,1] = R,

ist die Umkehrfunktion des Kosinus, nachdem man diesen auf das Inter-
vall [0, 7] eingeschréinkt hat.

() Das ist sogar unabhingig von der Wahl der Ergéinzung in z = 0
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3. Der Arkustangens,
arctan : R - R,
ist die Umkehrfunktion des Tanges, nachdem man diesen auf das Intervall
|5, 5| eingeschrénkt hat.
4. Der Arkuskotangens,
arccot : R - R,

ist die Umkehrfunktion des Kotangens, nachdem man diesen auf das
Intervall |0, 7| eingeschriankt hat.

5. Der Arkussekans,
arcsec: R\ ] - 1,1 - R,

ist die Umkehrfunktion des Sekans, nachdem man diesen auf die Menge
[0, 7] \ {5} eingeschrankt hat.

6. Der Arkuskosekans,
arccsc: R\ ] — 1,1 = R,

ist die Umkehrfunktion des Kosekans, nachdem man diesen auf die
Menge [—%, %]\ {0} eingeschrénkt hat.

272

Die Graphen der Arkusfunktionen sind in Abbildung 1.7.7 skizziert.

Bemerkung 1.7.13. 1. Die Ableitungen der Arkusfunktionen sind

1 1
arcsin’(r) = ——— arccos' (r) = ———
V1—a2’ V1—a2’
1 1
arctan’(r) = —— | arccot' (r) = —— |
1+ a? 1+ a2
1 1
arcsec (1) = ————— arcesc’ () =

, e
xvax? —1 xva? —1

Die Ableitungen von arcsin, arccos, arcsec und arccsc existieren in den

Punkten +1 nicht.

2. Der Arkustangens bzw. der Arkuskotangens bildet die reelle Achse

bijektiv auf das offene Intervall | —Z, Z[ bzw. ]0, 7| ab.
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Abbildung 1.7.7: Die Arkusfunktionen

arccos(x)

T

arcsin(z) _s 4 3 2 1 1 2 3 4 5
---------------------- GGt s
0.257
_
1 0.5 0.5 1
-0.257 1
-05m-

1.8 Anhang Analysis I: Grundbegriffe der formalen Logik

Definition 1.8.1 (Wahrheitswerte, Aussagen). Eine (logische) Aussage A
ist eine Behauptung iiber einen Sachverhalt, der genau einer der beiden
Wahrheitswerte ”wahr” (w) oder "falsch” (f) zugeordnet werden kann.

Definition 1.8.2 (Negation, NICHT). Ist A eine Aussage so nennt man —A
die NEGATION von A (man sagt auch “nicht A”). Sie ist definiert {iber ihren
Wahrheitsgehalt:

Wenn A falsch ist, dann ist = A wahr.
Wenn A wahr ist, dann ist = A falsch.

Definition 1.8.3 (Konjunktion, UND). Sind A und B Aussagen, so bezeichnet
A A B die KONJUNKTION und man sagt “A und B”. Sie ist definiert iiber
ihren Wahrheitsgehalt:

Wenn A und B wahr sind, dann ist A A B wahr.
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Wenn A wahr und B falsch ist, dann ist A A B falsch.
Wenn A falsch und B wahr ist, dann ist A A B falsch.
Wenn A und B falsch sind, dann ist A A B falsch.

Definition 1.8.4 (Disjunktion, ODER). Sind A und B Aussagen, so bezeich-
net AV B die Disjunktion und man sagt “A oder B”. Sie ist definiert {iber
ihren Wahrheitsgehalt:

Wenn A und B wahr sind, dann ist AV B wahr.
Wenn A wahr und B falsch ist, dann ist AV B wahr.
Wenn A falsch und B wahr ist, dann ist AV B wahr.

Wenn A und B falsch sind, dann ist AV B falsch.

Definition 1.8.5 (Tautologie, Kontradiktion). Es sei A eine beliebige Aussage.

1. Die Tautologie W ist die Aussage mit dem Wahrheitswert der Aussage
(-A) vV A.

2. Die Kontradiktion [F ist die Aussage mit dem Wahrheitswert der Aussage
(mA)ANA

Das heifit, W ist immer wahr und [F' ist immer falsch.

Die Definitionen 1.8.2-1.8.5 kann man gut mit Hilfe von Wahrheitswerttabellen
(WWT) beschreiben:

A|B|-A|ANB|AVB | W,AV-A|F, AN-A
wlw| f w w w f
w| f|f f w w f
flw] w f w w f
il w f f w f

Definition 1.8.6 (Logische Aquivalenz). Es seien A, B, ... Aussagen und
weiter seien F'(A, B,...) und G(A, B,...) Ausdriicke die durch Verkniipfung
der Aussagen entstehen. Dann heiflen F(A, B,...) und G(A, B,...) logisch
dquivalent, wenn fiir alle Kombinationen von Wahrheitswerten der Aussagen
A, B, ... die Aussagen F (A, B,...) und G(A, B, ...) den gleichen Wahrheits-
wert haben.

Wir schreiben dann F'(A, B, ...) <= G(A, B, ...).
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Bemerkung 1.8.7. Um die logische Aquivalenz von Aussagenverkniipfungen
zu priifen, in die k& Aussagen Aq, As, ..., Ag eingehen, braucht man eine WW'T
mit 2% Zeilen.

Beispiel 1.8.8. Es seien A und B Aussagen. Dann gelten folgende logische
Aquivalenzen:

—(nA) <= A

ANB<= BAA AVB<= BV A
AVA<— A ANA<—= A
AVW <= W ANW <= A
AVF < A ANF <= TF

Satz 1.8.9 (Rechepregeln). Es seien A, B und C' Aussagen. Dann gelten
folgende logischen Aquivalenzen:

(ANB)AC <= AN(BACQ)

L (AVB)VC e AV (BVO)

p AN(BVC)< (ANB)V(AANC)

" AV (BAC)< (AVB)A(AV )
—(AAB) <= —-AV-B

3. CAA-B (De Morgansche Regeln)

—(AV B) <~

Definition 1.8.10 (Folgerung, Aquivalenz). Es seien A und B Aussagen.
Dann ist die Folgerung A — B durch

A— B -AVDB
und die Aquivalenz A <> B durch
A< B (A—- B)AN(B— A)
definiert.
Bemerkung 1.8.11. Die WWT dieser Verkniipfungen lauten
A|B/A—-B|A& B

= & g
- & — &
g €8 w8
8 = 8
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Mit Hilfe der Aquivalenz kann man die logische Aquivalenz zweier Aussagen-
verkniipfungen auch wie folgt charakterisieren:

Bemerkung 1.8.12. Es seien F'(A,...) und G(A4,...) zwei Aussageverkniipf-
ungen. Dann gilt:

F(A,...) <= G4, ..)
ist gleichbedeutend mit
FA..)<GA..) =W

Definition 1.8.13 (Logische Folgerung). Mit den Bezeichnungen aus Defini-
tion 1.8.6 definieren wir die logische Folgerung analog zu Bemerkung 1.8.12

F(A,...) = G(A,...)
ist gleichbedeutend mit
FA,..)—>GA,..)—=W

Bezeichnung 1.8.14. Wir werden im Text die Unterscheiduung zwischen
logischer Folgerung und Folgerung sowie logischer Aquivalenz und Aquivalenz
nicht machen und schreiben in beiden Féllen = und <= .

Definition 1.8.15. Eine Aussageform A ist eine Zuordnung, die jedem Wert
x aus einer Grundmenge G einen Aussage A(z) zuordnet.

Definition 1.8.16 (Allquantor, Existenzquantor). Es sei A eine Aussageform
iiber der Grundmenge G.

e Vo € G : A(z) bedeutet, dass die Aussageform A allgemeingiiltig ist.
Man sagt ”Fiir jedes x € G gilt A(z)”.

e Jz € G : A(x) bedeutet, dass die Aussageform A erfiillbar ist. Man sagt
"Es gibt ein x € G, sodass A(x) gilt”.

Bemerkung 1.8.17. Es sei A eine Aussageform iiber G. Dann gilt

1. Aist erfillbar <= 3Jr € G : A(x).

Msiehe z.B. Satz 1.1.17, wo jedem n € N die Aussage A(n) zugeordnet wird.
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2. Aist nicht erfillbar < Vzr € G : - A(x).
3. Aist allgemeingiiltig <— Vx € G : A(x).

4. Aist nicht allgemeingiiltig <— Jx € G : = A(x).

In der letzten Bemerkung haben wir schon von folgendem Sachverhalt Ge-
brauch gemacht:

Satz 1.8.18 (Negation von Quantoren). Es sei A eine Aussageform tber der
Grundmenge G. Dann gilt:

1. ~(Fr€G: Az)) <<= VreG:-Alz)
2. 2(Vz € G: A(z)) <= FreCG:-Ax)

Bezeichnung 1.8.19. Ist die Aussageform A fiir genau ein z € G erfiillbar,
d.h

JreG: (A(:E)/\Vy €G:(y#z— —|A(y))>
so kiirzen wir das ab mit
dlz e G: Ax).

Bemerkung 1.8.20 (Rechenregeln).
1. Es seien A und B Aussageformen auf der Grundmenge . Dann gilt:

) )

1)) < (Jz € G: Ax))V (3z € G : B(x))

x)

) )V )
z)) <= (Gr € G: Ax)) — (Vo € G: B(z))
z)) <= (VzeG: A(x)) — (Jr € G: B(x))

z)) <= (VzeG: Ax) A (VzeG:B(

2. Es seien A und B Aussageformen auf der Grundmenge G und D eine
Aussage, die nicht von x abhéngt, dann gilt

VieG:D <= dJxecG:D < D
Ve € G: (A(x)AD) <= (Vz e G: A(x))AD
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Ve eG: (A(x)VD) < (Vo eG: Ax)) VD
Ve eG: (A(x) » D) < (3z€G: A(x)) = D
Jz e G: (A(x) VD) < (Jz€G: Ax)) VD
Jz € G: (A(x) AD) < (Jz € G: A(x))AD
Jz e G: (A(x) » D) < (Ve G:A(x)) - D

3. Es sei C eine Aussageform auf der Menge G; x G5. Dann gilt®

Ve e Gy Vy € Gy : C(x,y) < Yy € Gy Vo € Gy :C(x,y)
dre Gy yeGy:Clr,y) <= Jye€ Gy Iz eG:C(x,y)

Beispiel 1.8.21. e Ist in 3. C(z,y) = A(x) A B(y) so gilt
Vo € GiVy € Gy : (A(z) ANB(y)) <= (Vo € Gy : A(z)) A (Vy € Go: B(y))

e Ist in 2. C(z,y) = A(x) V B(y) so gilt
Jz € G13y € Go: (A(z) VB(y)) <= (3 € Gy : A(z)) V (Ty € G2 : B(y))

1.9 Anhang Analysis I: Zahlbereichserweiterungen N — 7Z — Q)

Hier prisentieren wir die Details zur Zahlenbereichserweiterung N — Z — @
mittels Aquivalenzrelationen geméfl Beispiel 1.1.33.

1.9.1 Die ganzen Zahlen

Die ganzen Zahlen erhilt man, indem man eine kleinere natiirliche Zahl von
einer grofleren Zahl ”abzieht”. Aber was soll das heiflen, wenn man lediglich
die Addition auf N kennt. Fiir einen Spezialfall kann man die Subtraktion
definieren, ndmlich wenn a > b ist. In diesem Fall gibt es genau ein k € N,
sodass a = b+ k ist. Wir setzen in diesem Fall a — b :=k

Wir konstruieren die ganzen Zahlen mit Hilfe von Paaren natiirlicher Zahlen.

(OWenn zwei Quantoren aufeinanderfolgen, so hat man das geklammert zu verstehen,
2.B. Vo € G1Vy € G : C(x,y) <= Vo € G1: (Vy € G2 : C(z,y))
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Definition/Satz 1.9.1. Wir betrachten die Menge N x N und auf ihr eine
Relation ~z, die wie folgt definiert ist

(a,b) ~z (d',b) <= a+b =d +D.

Dann ist ~ ist eine Aquivalenzrelation auf N x N. Die Aquivalenzklassen-
eintetlung bezeichnen wir mit

7. = {[(a,b)]7]| (a,b) € N x N} .

Bemerkung 1.9.2. In der Menge Z gibt es lediglich drei verschiedene Typen
von Klassen: [(a,b)] mit a > b, [(a,a)] und [(a, b)] mit @ < b. Dann gilt

[(k,0)] fallsa>bunda=0>b+k
[(a,b)] = ¢ [(0,0)] fallsa=5b
[(0,K)] fallsa<bund b=a+ K

Ein ”"schones” Repréasentantensystem ist also
{(0,%),(0,0), (k,0) | k € N*} .

Definition/Satz 1.9.3. Auf der Menge i definieren wir eine Addition und
eine Multiplikation wie folgt

[(a,0)] +2 [(a', )] := [(a + o, b+ V)],
[(a,0)] -z [(@' b)) :==[(a-a" +b-b,a -V +b-d)].

Diese ist wohldefiniert und es gilt

. (Z +z) ist eine kommutative Gruppe, dessen neutrales Element mit 0
bezeichnet wird.

o (Z\{0},-2) ist assoziativ, kommutativ und besitzt ein Einselement. Das
neutrale Element bezeichnen wir mit 1.

° (2,+Z, -z) ist distributiv.

Diese drei Punkte machen Z. zu einem kommutativen Ring mit Einselement.
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Proof. Nachdem man die Wohldefiniertheit gezeigt hat, sieht man, dass 0=
[(0,0)] und [(a,b)] +z [(b,a)] = [(0,0)]. AuBerdem ist 1 = [(1,0)]. Alles andere
rechnet man nach. O

Definition/Satz 1.9.4. Auf der Menge 7 definieren wir eine Ordnungsrela-
tion durch

(a,b) <z (d',b) <= a+¥b <d +0.
Satz 1.9.5. Die Abbildung ¢ : N — 7 mit
¢(a) = [(a,0)]

ist mit den Strukturen vertrdglich, d.h.

¢(a+b) = ¢(a) +z ¢(b),
¢(a-b) = ¢(a) -z ¢(b),
a<b <= ¢a) <z o(b).

Bezeichnung 1.9.6. Wir schreiben fiir a > 0

7. statt 7
7 statt  Z\ {0}
k statt [(a+k,a)
—k statt [(a,a+ k)]
0 statt [(a,a)]
+ statt +z
statt -z
¢ statt k4 (=0)
< gstatt <y
N statt ¢(N)

Definition 1.9.7. Wir benutzen die Schreibweisen

1 fallsa > 0
—1 fallsa<0

1l a fallsa > 0
al =
—a fallsa <0
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und nennen sign(a) das Vorzeichen und |a| den Betrag von a € 7. Es gilt stets
a = sign(a) - |al.

Definition/Satz 1.9.8 (Restklassenringe). 1. Es sein € N=2. Auf Z de-
finieren wir die Aquivalenzrelation

ke~ <= n|(k-10).

Die zugehorige Aquivalenzklasseneinteilung wird mit Z, und besitzt
genau n-Elemente. Ein Reprdsentantensystem ist durch die Zahlen
{0,1,...,n — 1} gegeben. Die Klasse zu k € 7 wird wieder mit [k]
bezeichnet.

2. Die folgenden Definition liefern wohldefinierte Verkniipfungen auf Z,,:
k] + [ :=[k+1), [k-[(:=1k-{.

3. Ly wird mit diesen Verkniipfunen zu einem kommutativen Ring mit
Einselement.

4. Zy ist genau dann nullteilerfrei, wenn n eine Primzahl ist. Insbesondere
15t Zy in diesem Fall ein Korper.

Satz 1.9.9. Die Menge 7 der ganzen Zahlen ist abzdhlbar, d.h es gibt eine
surjektive Abbildung v : N — Z, etwa

(k) = 14 falls k =20 mit £ > 0
TN 20 fallsk=20—1 mit ¢ > 1

(diese Abbildung ist sogar bijektiv).
Bemerkung 1.9.10. Die Mengen N? und damit auch Z? sind abzéhlbar.

e Fiir die Abbildung, die die Abzdhlbarkeit von N? zeigt, betrachten
wir zwei Primzahlen p,¢ € N.) Damit definieren wir die Abbildung
0pg : N? = N mit d,,(n,m) = p"¢™. Diese ist injektiv und, wenn wir
die Bildmenge auf M := Bild(d,,) einschriinken, ist d,, : N> — M sogar
bijektiv. Damit existiert die Umkehrabbildung 5p*ql : M — N? und wir
definieren damit die surjektive Abbildung

-1
0py (n) fallsn e M
(0,0) fallsme N\ M
()p € N heiBt Primzahl, wenn p > 1 und p nur 1 und p selbst als Teiler besitzt.

7:N—=N, Fn)=
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e Fiir die Abzihlbarkeit von N? kann man auch das Cantorsche Diagonal-

verfahren heranziehen, siehe Abb. 1.9.1.

e Die Abzihlbarkeit von Z? folgt damit leicht: Schreiben wir fiir die
Bilder der Abbildung 7 jetzt (n) = (91(n),72(n)), so erhalten wir eine

surjektive Abbildung 7 : N — 72 durch

3(n) = (). 1 (Fm) )

Abbildung 1.9.1: Das Cantorsche Diagonalverfahren

(0,0)—(0,1)  (0,2)—(0,3)  (0,4)— (0,5)
O 7 7
(1,0) (L1 (1,2)  (1,3) (1,4
A
2,00 (21)  (2,2)  (2,3)
A

(3, 0) (3, 1) (3, 2)
e
@0 @y
(5,00  (5,1)
|7

(6,0)

1.9.2 Die rationalen Zahlen

Wir haben bei den natiirlichen Zahlen schon von Teilbarkeit gesprochen und
wir konnen diese Diskussion direkt auf die ganzen Zahlen iibertragen. Wir
sehen, dass 4 durch 2 und —6 durch —2 oder 3 teilbar ist und natiirlich dass
alle Zahlen durch sich selbst teilbar sind. Aber was ist die allgemeine Division?

Wir konstruieren die rationalen Zahlen mit Hilfe von Paaren ganzer Zahlen

und gehen analog zum vorhergehenden Abschnitt vor.
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Definition/Satz 1.9.11. Wir betrachten die Menge 7. X Z* und auf ihr eine
Relation ~q, die wie folgt definiert ist
(a,b) ~q (d', V) <= ab =d'b.

Dann st ~¢ eine Aquivalenzrelation auf Z x Z*. Die Aquivalenzklasseneintei-
lung bezeichnen wir mait

@ = {[(a’ b)]Z | (a> b) €Z X Z*} .

Bemerkung 1.9.12. Es seien a,b # 0 und es gelte bla oder alb. Dann ist im
ersten Fall @ = b- k und [(a,b)] = [(k,1)] € Q. Im zweiten Fall ist b = a -k und
es gilt [(a,b)] = [(sign(a - b), |k])] € Q. Ist a = 0 so ist [(a,b)] = [(0,1)] € Q.
Etwas allgemeiner kann man sagen: ist a = ka', b = kb’ so ist [(a, b)] = [(d/,1)].
Man kann also stets einen Représentanten (a’,0’) € [(a,b)] mit ggT(a’,b') =1
und b > 0 wéhlen. Ein "schones” Reprasentantensystem ist also

{(a7b)7 (07 1) | ac Z*7b S N*aggT<|a|7b) - 1} :

Definition/Satz 1.9.13. Auf der Menge @ definieren wir eine Addition und
eine Multiplikation wie folgt

[(a,0)] +q [(a, )] :== [(a -0 +a" - b,b- V)],
[(a,0)] - [(d', V)] :=[(a-d’,b- V)]

Diese ist wohldefiniert und es gilt

° (@, +q) ist eine kommutative Gruppe, dessen neutrales Element mit 0
bezeichnet wird.

° (@ \ {6}, -g) 1ist eine kommutative Gruppe, dessen neutrales Element
mat 1.

o (@, +0,0) ist distributiv.
Diese drer Punkte machen @ zu etnem Korper.
Proof. Nachdem man die Wohldefiniertheit gezeigt hat, sieht man 0 = [(0,1)]
1,1)]

1
und [(a, b)]+o[(—a,b)] = [(0,1)] sowie T = [(1,1)] und [(a, b)]-¢[(b, a)] = [(1,1)
fiir a #. Alles andere rechnet man nach. O
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Definition/Satz 1.9.14. Auf der Menge @ definieren wir eine Ordnungsre-
lation durch

(a,b) <g (d', V) < sign(b) - a-|V/| <sign(b')-a’ - |b|.
Satz 1.9.15. Die Abbildung ¢ : 7 — @ mit

¥(a) = [(a,1)]

ist mit den Strukturen vertrdglich, d.h.

dla+b) = ¢(a) +q ¥ (b),
Pla-b) =y(a) q(b),

a<b <= Pla) <q ¢(b).

Bezeichnung 1.9.16. Wir schreiben

Q statt @
% statt  [(a,b)]
a statt [(a,1)]
+ statt 4o
statt  -g
1
a:b statt a-—
b
< gtatt <

Q
7. statt Y(Z)

Bemerkung 1.9.17. Zwischen zwei verschiedenen rationalen Zahlen liegt
stets eine weitere rationale Zahl und damit unendlich viele. Wahlt man zwei
rationale Zahlen a,b € Q@ mit a < b, so gilt stets a < ‘ITH’ < b.

Dass es trotzdem noch ”Liicken” gibt, die es zu stopfen gilt, sicht man zum
Beispiel wie folgt: Zeichne ein Quadrat mit der Seitenldnge 1. Dann ist das
Quadrat der Diagonale des Dreiecks wegen des Satzes von Pythagoras gegeben
durch ¢2 = 12 + 12 = 2, wobei ¢ die Lénge der Diagonlale ist. Andererseits ist
¢ jedoch nicht rational.

Die Behandlung dieser 'Liicken” ist Thema von Abschnitt 1.2.
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Bemerkung 1.9.18. Der Betrag |- | und das Vorzeichen sign sind genauso
wie in Definition 1.9.7 auch auf @ definiert. Auf die Rechenregeln gehen wir
naher in Abschnitt 1.2.5 ein.

Bemerkung 1.9.19. Die Menge @) der rationalen Zahlen ist abzéhlbar. Dazu
definiere eine surjektive Abbildung ¢ : Z? — @ durch

o(r,s) = g

Diese liefert uns zusammen mit der Abbildung 7 : N — Z? eine surjektive
Abbildung ¥ : N — @ durch

J(n) = 8(3(n)).



KAPITEL 2

Analysis I

2.1 Funktionenfolgen

2.1.1 Konvergenzbegriffe

In Kapitel 1.6.3 haben wir Potenzreihen kennengelernt. Dort hat man Werten
r € R jeweils Zahlenreihe Y azz”* zugeordnet. Dabei haben wir dann fiir festes
x jeweils diese Zahlenreihen untersucht. Im dem Fall, dass die Potenzreihe
konvergiert, haben wir gesehen, dass sie dies fiir Werte aus einem offenen
Intervall tut. Damit haben wir dann die Grenzfunktion der Portenzreihe
definiert.

Wir wechseln jetzt den Standpunkt. Gegeben sei die Potenzreihe > ajz*.

Betrachtet man z als Variable, kann die n-te Teilsumme Y axz* als Polynom-
k=0
funktion interpretiert werden. Man erhélt somit eine Folge von Polynomen

(pn)nelN mit pn(l') = Z akxk .
k=0

119
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Und die Grenzfunktion der Potenzreihe ist in diesem Sinne der Grenzwert der
‘Funktionenfolge’ (p,,).

Wir werden in diesem Kapitel insbesondere die Beweise der Satze 1.6.31 und
1.6.32 nachholen.

Definition 2.1.1. Es seien fiir alle n € N Funktionen f, : M — R auf der
selben Definitionsmenge M definiert. Dann nennt man die Folge (f,,).en eine
Funktionenfolge auf M.

Definition 2.1.2. Es sei (f,) eine Funktionenfolge auf M C R.

1. (fn) heiBt punktweise konvergent gegen die Funktion f : M — R, wenn
es fiir alle x € M und fiir alle € > 0 ein ny € N gibt, sodass fiir alle
n > ng die Abschitzung | f,,(z) — f(z)| < € gilt, d.h.

Ve € MVe>03dng € NVn >ng : |fu(z) — f(z)| <e€

In diesem Fall heift f auch der punktweise Limes der Funktionenfolge

(f,) und wir schreiben auch f, 2% f.

2. (fn) heiBt gleichmdfig konvergent gegen die Funktion f : M — R, wenn
es fiir alle € > 0 ein ng € N gibt, sodass fiir alle n > ny und fiir alle
x € M die Abschatzung |f,(z) — f(z)| < € gilt, d.h.

Ve > 03ng € NVn > noVe € M : |f.(x) — f(z)| <€

In diesem Fall heifit f auch der gleichmdf$ige Limes der Funktionenfolge
(fn) und wir schreiben auch f, g f oder lim f, = f.
n—oo

Folgerung 2.1.3. e Eine gleichméBig konvergente Funktionenfolge ist
ebenfalls punktweise konvergent. Insbesondere sind die Grenzfunktionen
in beiden Féllen die gleichen.

e Um eine Funktionenfolge auf gleichméfige Konvergenz zu untersuchen,
bendtigt man in der Regel die Grenzfunktion. Diese (potentielle) Grenz-
funktion findet man daher zunéchst iiber eine punktweise Betrachtung.

Beispiel 2.1.4. 1. Die Funktionenfolge (f,,) mit f,(x) = 2™ ist auf dem
Intervall [0, 1] punktweise, aber nicht gleichméfig konvergent.
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2. Die Funktionenfolge (f,,) mit f,,(z) = 2™ auf dem Intervall [0, 1] ist nicht
gleichméBig konvergent.

3. Die Funktionenfolge (f,,) mit f,(z) = 2" auf dem Intervall [0, 7] mit
0 <r < 1 ist gleichméafig konvergent.

4. Es sei (o) eine positive reelle Zahlenfolge. Die Funktionenfolge (f,,) auf
R mit

Jan(tne -1 =1)° fallsx € [0, 2]
ful@) = {O sonst

ist punktweise konvergent. Sie ist genau dann gleichméfig konvergent,
wenn (a,,) eine Nullfolge ist, sieche Abbildung 2.1.1.

Abbildung 2.1.1: f,(z) aus Bsp. 2.1.4.4. fiir oy, = =, o, = 1 und o, = /10

y 1 T - 0+ v 1 T -
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

Definition/Bemerkung 2.1.5. e Fiir eine Funktion f : M — R defi-
nieren wir die Zahl

|71 = sup | (x)] € B> U {oo}

e Eine Funktionenfolge (f,) ist genau dann gleichméBig konvergent gegen
die Grenzfunktion f, wenn

Ve >03dng € NVn >mng: ||fn — fll <e€

bzw.

lim |[f, — f|| = 0.
n—00
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e Die Menge
BM)={f:M—R||f] < oo}

der beschrankten Funktionen auf M ist ein Untervektorraum aller reellen
Funktionen auf M. Damit ist

-1 - B(M) — R="

eine Norm, die Supremumsnorm.®)

Ein wichtiger Spezialfall ist hierbei der Fall M = [a,b]. In diesem Fall
ist die Menge C([a,b]) der auf [a,b] stetigen reellen Funktionen ein

Untervektorraum von B([a, b]) und es gilt dort || f|| = m[a>§] | f(z)].
z€[a,

2.1.2 Eigenschaften konvergenter Funktionenfolgen

Satz 2.1.6. Es sei (f,,) eine gleichmdfig konvergente Funktionenfolge auf M
bei der jedes Folgenglied in xo € M stetig ist. Dann ist auch die Grenzfunktion
m xo stetig. FEs gilt also

lim ( lim fn(x)> = lim <1im fn(x)>
n—oo \ r—xg r—x9 \ Nn—00

Folgerung 2.1.7. Ist (f,) eine gleichmiBig konvergente Folge stetiger Funk-
tionen auf M, dann ist die Grenzfunktion ebenfalls stetig auf M.

Prinzipiell kann man auch ohne Kenntnis einer potentiellen Grenzfunktion
eine Funktionenfolge auf punktweise bzw. gleichméflige Konvergenz untersu-
chen. Fiir die punktweise Konvergenz zieht man sich auf das Wissen {iiber
Zahlenfolgen zuriick und kann das Cauchy-Kriterium anwenden. Dieses besitzt
aber auch eine Variante im Fall der gleichméfigen Konvergenz:

(Es sei V ein reeller Vektorraum. Eine Norm ist eine Abbildung n : V — RZ% mit den
folgenden drei Eigenschaften:

1. n(v) =0 < v=0
2. n(aw) = |a| n(v)
3. n(v+m)<n(v)+n(w) fir alle v,w € V und o € R
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Satz 2.1.8. Fine Funktionenfolge (f,,) ist genau dann gleichmdfig konvergent,
wenn

Ve > 03ng € NVn,m > ng : || fn — ful| <.

Definition/Bemerkung 2.1.9. e Eine Funktionenfolge (f,) auf M
heifit

— beschrinkt, wenn jedes einzelne Folgenglied f,, beschrankt ist.

— gleichgradig beschrdinkt, wenn es eine Zahl C' > 0 gibt mit
|fn(x)] < C fiir alle x € M und alle n € N.

e Ist eine Funktionenfolge (f,) gleichgradig beschrinkt, so ist sie be-
schrankt.

e [st eine Funktionenfolge allerdings beschréankt, so muss sie nicht unbe-
dingt gleichgradig beschrankt sein. Es gilt vielmehr:

Eine Folge (f,) beschrankter Funktionen ist genau dann gleichgradig
beschrinkt, wenn jede Folge (C),) von Schranken beschrinkt ist. Dabei
sei C), jeweils eine Schranke von f,.

Satz 2.1.10. 1. Es seien (f,) und (g,) gleichmdiflig konvergente Funktio-
nenfolgen und es sei ¢ € R . Dann sind die Funktionenfolgen (f, + gn)
und (cf,) ebenfalls gleichmaf$ig konvergent.

Ist hier f, LU f und g, ﬂg, so qgilt f,+ gn ghm f+gundcf, gtm, cf.

2. Es sei(f,) eine gleichmdfig konvergente Funktionenfolgen mit beschrink-
ter Grenzfunktion und es sei (¢,) eine konvergente Zahlenfolge. Dann
ist die Funktionenfolge (c,f,) ebenfalls gleichmdjig konvergent.

Ist hier f, KL f und c = lim ¢,, so gilt c, f, KL cf.
n—oo
3. Es seien (f,) und (g,) gleichmdfig konvergente Funktionenfolgen mit

beschrinkten Grenzfunktionen. Dann st auch die Funktionenfolge
(fugn) gleichmdfig konvergent.

Ist in diesem Fall f, g, f und g, gtm g, 50 gilt f1gn gim, fg.

4. Es seien (f,) gleichmdfSig konvergent gegen die Nullfunktion und (g,)
gleichgradig beschrinkt. Dann ist die Funktionenfolge (gnfn) auch
gleichmdf$ig konvergent.
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5. Es seien (f,) gleichmdfig konvergent gegen die Nullfunktion und (g,)
eine gleichgradig beschrinkte Funktionenfolge. Dann konvergiert die
Funktionenfolge (fngn) ebenfalls gleichmdfig.

Bemerkung/Beispiel 2.1.11. Dass in dem vorigen Satz die Aussage 2. und
damit die Aussage 3. ohne den Zusatz der beschrinkten Grenzfunktion in der
Regel nicht richtig ist, zeigt das folgende Beispiel:

Wir betrachten die Funktionenfolge (f,) mit f,(z) = 2% + £ auf M = R und
die Zahlenfolge (¢,) mit ¢, =1+ +. Dann ist (f,) punktweise konvergent mit

punktweiser Grenzfunktion f(z) = x?, denn fiir alle z € R ist nh—>I£10 folz) =
lim (22 + +) = 22, Weiter ist (f,) gleichméBig konvergent, denn es ist || f, —
}WOO: + konvergent. Weiter ist (c,) konvergent mit Grenzwert ¢ = 1.

Fiir jedes x € R gilt damit Jgr{}o(cnfn(x)) = cf(x) = 22, sodass ¢, fn plty cf.

Allerdings ist (¢, f,) nicht gleichméBig konvergent. Denn sei € > 0 und n € N
gegeben, dann findet man stets ein x sodass |c, f,(z) — 2%| > €. Sei etwa
x > y/ne, dann ist

1 1 1
leafu(z) —2®| = =(2®+ 14+ =) > —2® > €.
n n’ - n

2.1.3 Funktionenreihen

Analog wie wir bei Zahlenfolgen auch Zahlenreihen untersucht haben, kénnen
wir das auch bei Funktionen tun.

Definition/Bemerkung 2.1.12. e Ist (f,,) eine Funktionenfolge auf
M C R, so nennt man die Funktionenfolge (F,,) mit F,, := ) f eine
k=0

Funktionenreihe auf M. Wir schreiben fiir eine solche Funktionenreihe
statt (F),) wie im Falle von Zahlenreihen ) f.

e Eine Funktionenreihe ) fi heifit punktweise/gleichmifBig konvergent,
wenn das fiir die Folge (F},) der Teilsummen gilt.

e Im Falle der punktweisen Konvergenz bezeichnen wir die Grenzfunktion
mit Y fx, also
k=0
(X ) @)= fula).
= k=0

k=0 =
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In diesem Fall konvergieren alle Zahlenfolgen f, () punktweise gegen
Null.

Beispiel 2.1.13 (Zentrales Beispiel). Wir haben bereits eine Potenzreihe
3" apz* als Funktionenfolge interpretiert, nimlich als die Folge ihrer Teilsum-
men p, mit p,(r) = > apa®, die allesamt Polynome sind.

k=0
Im Sinne der obigen Definition ist eine Potenzreihe auch eine Funktionenreihe,

namlich die Reihe iiber die Funktionenfolge ( f,)nen mit f,(z) = a,z™.

Folgerung 2.1.14. 1. Sind ) fx und ) gy punktweise konvergente Funk-
tionenreihen und ist ¢ € R, so sind > (fx + gx) und > (cfx) ebenfalls
punktweise konvergent und es gilt

DUt =D et Y g, Y (cf)=c) fr.
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

2. Ist die Funktionenreihe ) fi gleichméBig konvergent, dann konvergiert
die Funktionenfolge (f,,) gleichméfig gegen die Nullfunktion.

Bemerkung 2.1.15. Im Punkt 2 von Folgerung 2.1.14 reicht die punktweise
Konvergenz der Reihe nicht aus, um auf die gleichméflige Konvergenz von (f,,)
gegen Null zu schliefen.

Als Beispiel nehme man die Reihe {iber die Funktionenfolge aus Beispiel 2.1.4.4
mit beliebiger Folge («,). Hier gilt fiir ein festes 25 € R

k=0
0 sonst

o S fu(zg)  falls 2 €10, 2]
f (xo) =
kz_o b

fiir ny = max {m ’ m < x%}, also punktweise Konvergenz. Aber (f,,) ist nicht

fiir alle Folgen (av,) gleichméBig konvergent.

Satz 2.1.16 (Majorantenkriterium fiir Funktionenreihen). Gegeben sei die
Funktionenreihe > fi. auf M und es gelte eine der beiden folgenden dquiva-
lenten Bedingungen:

A. Es gibt eine positive Nullfolge (c,) derart, dass > ¢ konvergiert, und
ein ng € N, sodass |fn(z)| < ¢, fiir alle n > ng und fir alle x € M.



126 2.1 Funktionenfolgen

B. Die Zahlenreihe Y || fx|| konvergiert, d.h. Y || fx]] < oo.
k=0

Dann ist Y fr punktweise absolut konvergent und gleichmdflig konvergent.

Beweisskizze. [A. = B.] Esist ) ¢, < € fir m,n grof§ genug. Damit ist
k=m
fiir x € M und diese m,n

S A@[ < @) <Y a<e.
k=m k=m [

Das gilt auch fiir das Supremum. O

Folgerung 2.1.17 (= Satz 1.6.31). Es sei Y azz* eine Potenzreihe mit
Konvergenzradius R. Dann gilt

1. Fir jedes r < R konvergiert die Potenzreihe auf dem Intervall [—r, 1]
gleichméBig.

2. Die Grenzfunktion der Potenzreihe ist auf dem gesamten Konvergenzbe-
reich stetig.

Satz 2.1.18 (Konvergenz und Ableitung). FEs sei (f,) eine Folge differen-
zierbarer Funktionen auf einem beschrdnkten Intervall I. Weiter gebe es ein
xo € I fir das die Zahlenfolge (f.(xo)) konvergiert. Auflerdem sei die Folge
der Ableitungsfunktionen (f!) auf I gleichmdfSig konvergent. Dann gilt

1. Die Funktionenfolge (f,) konvergiert ebenfalls gleichmdfsig.

2. Die Grenzfunktion f von (f,) ist differenzierbar.

3. f" ist die Grenzfunktion von (f}), d.h.

(lim f,) = lim f,.
n—o0 n— o0

Bemerkung 2.1.19. Man kann auf keine der beiden Voraussetzungen im
Satz verzichten.
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e Die gleichméBige Konvergenz von (f) ist notwendig fiir die obige Aus-
sage; das heift, die gleichméBige Konvergenz von (f,,) und die Differen-
zierbarkeit von f reicht nicht aus.

Dies zeigt das Beispiel f,(z) = isin(nz). Hier ist (f,) gleichméBig
konvergent mit differenzierbarer Grenzfunktion f = 0. Aber die Folge
(f!) der Ableitungen konvergiert nicht.

e Auch die Konvergenz von (f,,) in einem Punkt kann man nicht weglassen.
Konvergiert etwa die Ableitungsfolge (f;) gleichméBig, so divergiert in
der Regel die Folge (n + f,) in jedem Punkt, sie hat jedoch die gleiche
Ableitungsfolge wie (f,).

Folgerung 2.1.20 (= Satz 1.6.32). Es sei Y ayx” eine Potenzreihe mit
Grenzfunktion f. Dann ist die Reihe der Ableitungen Y (k + 1)a;12* konver-
gent mit gleichem Konvergenzbereich und Grenzfunktion f’.

2.2 Integration

2.2.1 Stammfunktion und Integral

Definition 2.2.1. Es sei f : M — R eine Funktion auf der Menge M, die nur
aus Hiufungspunkten besteht.() Eine differenzierbare Funktion F: M — R
heit Stammfunktion von f, wenn fiir alle v € M

Fi(x) = f(x).
Existiert zu der Funktion f eine Stammfunktion, so nennen wir f integrierbar.

Beispiel 2.2.2. Es folgte eine kleine Liste von Funktionen und ihren Stamm-
funktionen. Die Liste ist nicht neu, denn man muss nur die Liste von Funktionen

(D Das heiBt M besitzt keine isolierten Punkte.
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und ihren Ableitungen riickwérts lesen.

Funktion f Stammfunktion F' | Funktion f Stammfunktion F
c+1 1
¢, e# —1 :+ 1 e arctan(z)
1 In(2) : in(e)
- n(x —_— arcsin(x
x NG
e’ e’ cos(x) sin(x)
: - (o) (@)
a sin(x — cos(x
In(a)
Bemerkung 2.2.3. e Die Stammfunktion einer Funktion f ist nicht ein-

deutig, denn fiir jede Konstante ¢ € R ist mit F' auch F + ¢ eine
Stammfunktion zu f.

e Ist der Definitionsbereich ein Intervall, so gibt es umgekehrt fiir je zwei
Stammfunktionen F; und F3 der Funktion f eine Konstante ¢ € R mit
F1 — F2 = C.

Definition/Bemerkung 2.2.4. Es sei f : I — R eine Funktion auf dem
Intervall I mit Stammfunktion F : I — R. Sind a,b € I, dann heiflt der
Ausdruck

a

/ Ft)dt = F(b) — Fla) = F(x)

das bestimmte Integral von f von a bis b. Der Wert a heifit dabei untere und
b obere Integralgrenze.
Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl der Stammfunktion.

Definition 2.2.5. Als unbestimmtes Integral von f bezeichnen wir jede nicht
nédher bezeichnete Stammfunktion von f und schreiben dafiir

/ f(x)dz.

Bemerkung 2.2.6. Ist f : [ — R integrierbar, so ist fiir jedes a € I die
Funktion F, : I — R mit

F,(z):= /x ft)dt
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diejenige Stammfunktion von f mit F,(a) = 0. Diese Definition ist wieder
unabhéngig von der Wahl der Stammfunktion zur Berechnung der rechten
Seite. Damit gilt insbesondere

Fi(z) = ( | f(t)dt>/ - f(@).

Bemerkung 2.2.7 (Zwischenstand). e Um die Integrierbarkeit einer
Funktion nachzuweisen, bleibt uns zurzeit lediglich die Moglichkeit eine
Stammfunktion explizit anzugeben. D.h. wir haben kein ” Verfahren’
eine Stammfunktion zu suchen.

I

e Schon wére es ja zumindest ein hinreichendes Kriterium fiir die Inte-
grierbarkeit einer Funktion zu benennen. Solch ein ”schénes” Kriterium
wire z.B. die Stetigkeit von f als hinreichend fiir die Existenz einer
Stammfunktion, auch wenn man diese gegebenenfalls gar nicht explizit
angeben kann.

e Unabhéngig davon, sieht man jedoch hier schon, dass es auch inte-
grierbare Funktionen gibt, die nicht stetig sind: z.B ist die Funkti-
V3 sin(l 0
on F(x) := {0 vsin(), @7 differenzierbar, aber die Ableitung

Y xr =

ist nicht stetig in z = 0,
aber natiirlich integrierbar.

e Wir werden in einem spéteren Abschnitt einen weiteren Begriff der
Integrierbarkeit kennenlernen, der es uns in gewissen Féllen ermdoglicht
eine Stammfunktion (bzw. ihren Wert an einer vorgegebenen Stelle)
konstruktiv zu berechnen.

e Wir werden dabei auch diskutieren, wann dieser neue Integrationsbe-
griff mit unserem bisherigen Integrationsbegriff iiber Stammfunktionen
iibereinstimmt und wann es Unterschiede gibt.

2.2.2 Integrationsregeln

Mit Hilfe von Bemerkung 2.2.6 lassen sich bereits sdmtliche Rechenregeln
der Integration herleiten und angeben. Die meisten von ihnen folgen direkt
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aus den Definitionen des vorigen Abschnitts oder sind Folgerungen aus den
Differentiationsregeln aus Abschnitt 1.5.

Satz 2.2.8. Es seien f, f1, fo : I — R auf dem Intervall I C R definierte,
integrierbare Funktionen und a,b € I. Dann gilt: @

L /abf(t)dt:—/baf(t)dt
Fiir alle ¢ € I ist /abf(t)dt:/acf(t)dt—i—/cbf(t)dt
/ (1i(0) & (1)) dt = /f1 )t + /f2

4. Furallece]Rgzlt/(cf( dt—c/ f(t)

a

o

W

b
5. Ist f(x) >0 fir alle x € I und ist a < b, so gilt/ f(t)dt > 0.

R

Ist fi(x) > fo(x) fir alle x € I und ist a < b, so gilt

/ab fit)dt > /ab fa(t)dt

Ist auch |f| integrierbar und ist a < b, so gilt

'g[uww‘

Satz 2.2.9 (Partielle Integration). Sind f1, fo : I — R differenzierbar und ist
das Produkt fy f5 : I — R integrierbar, dann ist auch das Produkt f{fo : I — R
integrierbar und es gilt fir alle a,b € 1

b b b
| ror®d = n@ro| - [ aosoa

()Die Rechenregeln 3. und 4. gelten analog auch fiir unbestimmte Integrale.

=
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Satz 2.2.10 (Substitutionsregel). Es sei g : [ — J eine differenzierbare
Funktion dessen Bild im Intervall J C R enthalten ist. Ist nun f : J — R
integrierbar, so auch (fog)-g : I — R und es gilt fir alle a,b € I

b g(b)
/fwmywwzfuf@w

Bemerkung 2.2.11. Angewendet wird der Satz auch wie folgt:
Gesucht sei die Stammfunktion F' der Funktion f : [a,b] — R, bzw. das

bestimmte Intergral [ f(¢)d¢. Dazu suche man eine bijektive, differenzierbare

Funktion g : [¢,d] — [a,b] mit {c,d} = {g7(a), g7 (b)}, sodass die Funktion
(fog) g :[c,d — R eine Stammfunktion hat. Dann gilt wegen des vorigen
Satzes

b g~ (b)
/f@w:/ Flot)) o (B)dt.
a g 1(a)

Ist nun F: [c,d] = R eine Stammfunktion zu (fog)-¢ : [c,d] = R, so ist
F=Fog':[a,b — R eine Stammfunktion zu f.

Beispiel 2.2.12. e Es sei p ein Polynom n-ten Grades und a € R. Die
folgenden Integrale berechnet man mit n 4 1-maliger partieller Integrati-
on:

/ p(@)e™dz, / p(z) sin(az)dz / () cos(az)da
/ p(z) sinh(az)dz / p(z) cosh(az)dz

t
e Wir suchen eine Stammfunktion von #(m). Es ist
cos?(x)
tan(z ,
“cos(1). ) tan(z) tan'(z),

und wir wihlen in der Substitution f(x) = y/z und g(z) = tan(z),
sodass

tan
2 tan tan
cos
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tan(b
/ dat
tan(a)
2
V3
3

tan(b)
N tan(a)
2 b
= —y/tan(x
3 (%) a

e Eine formale Durchfithrung der Substitution verlauft fiir das vorige
Beispiel etwa wie folgt

/t tan(b)
an(x 082(33) dt

cos.2 tan(a) cos2

setze t 1= tan(q:)

—t =42 = —COS%(I) <= dx = cos?*(x)dt

t(a) = tan(a), t(b) = tan(b)
das wird nun in das Ausgangsintegral

"substituiert”, wobei alle x durch
t ersetzt werden miissen.

tan(b)
— / Vidt =
tan(a)

COs

e Eine Stammfunktion von f(z) = ﬁ findet man etwa durch die

Substitution u = tan(5). Dazu nutzen wir

1—u? ) 2u
cos(x) = T und  sin(z) = T

Das gibt

/b cos(x) p /tan(;) (1+w?)? 1—u® 2du
T = . .
. sin?(z) tan(®) 4u? 1+u? 1+4u?
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(-2 -w)

B _%<tan(‘”)

T (sinl(x) )

setze u := tan(3)
— v =¥ =J(1+tan*(})) < do= 2%

u(a) = tan(%), u(b) = tan(2)

das wird nun in das Ausgangsintegral
"substituiert”, wobei alle x durch
u ersetzt werden miissen.

u?

1 tan(%) 1

an(3)

tan(

)
)

+ tan(g))

b

[N]]S) [SIISY

u tan(

b

5 a
1 (1 + tan2(§)>

2\ tan(3)

b

a

a

e Schneller hétte man das vorige Ergebnis mit der Substitution v = sin(z)

erhalten.

(O Aber: Fiir Integrale vom Typ /R(cos(x), sin(x)) dx wobei R(u,v)

eine rationale Funktion in den beiden Variablen (u,v) ist, fithrt die

Substitution ¢ = tan(

R(1).

%) immer auf das Integral einer rationalen Funktion

Wenden wir uns — auch wegen des letzten Beispiels — nun den rationalen

Funktionen zu.

Die Aussage aus Folgerung 1.3.21 kann man noch wie folgt verfeinern.

Satz 2.2.13 (Faktorisierungsatz fiir reelle Polynome). Es sei p ein Polynom

n-ten Grades mit Leitkoeffizient a, = 1 und den Nullstellen x+, ..., x,, mit
Vielfachheiten ry, ..., ry,. Weiter sei r := Y r;. Dann ist n —r = 2s gerade
i=1

P
und es gibt Zahlen bj,c; fir j =1,...,p und Zahlen s1,...s, mit s = ) s;,

J=1
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sodass Folgendes gilt:
p(x)=(x—2)" .. (2 —2p)" (@ bz 4+ )™ (@4 by + )
und die quadratischen Polynome x* + bz + ¢; haben keine Nullstellen.

Satz 2.2.14 (Partialbruchzerlegung). Das Polynom p habe die Darstellung
aus dem obigen Satz und es sei grad(q) < grad(p). Dann gibt es r Zahlen Aj,

AL AT AT und 2s Zahlen B, CY, ..., B.,C., ..., BY,CY,
, BY ,CP mit
P D
x Al Al Al
alz) _ Al + 2 2t
plz) zx—x1 (z—x1) (x — )"
+...+
AT Ay AT
+ + L S
=Ty (r—1p)? (x — )™
Bix + C} Byx + Cy Bl x+C
+ ...
22+ bix+c (224 bix 4 cp)? (22 + bz + )%
+...+
BPz 4+ C? Blx + C¥ By x+C%

+...+ )
24+ bx+c, (224 byx+ ¢p)? (22 4 byx + )%
Folgerung 2.2.15 (Integration rationaler Funktionen). Die Integration der

rationalen Funktion f(z) = % lasst sich auf die Integration der folgenden

Typen elementarer rationaler Funktionen zuriickfiithren:

d
1./ ’ =lIn|z — 20| +

T — 2o
dx 1
2. = — fi > (.
/(az—xo)"H n(x—xo)”+a ur n

5 / dx 2 ; 2¢ + b n
) = arctan | —— «
22+br+c /D vV—D

4/ dx . 20 +b _2(2n—1)/ dx
") (@24 br+o)vtt nD(x2+br + o) nD (22 4 bx + c)n
fiir n > 0.
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wobei 3. im Fall D = b? — 4¢ < 0 gilt und 4. auch speziell in diesem Fall
verwendet wird. Aufler 3. und 4. brauchen wir keine weiteren Integrale, denn
es ist

Bx+C B 20+ b 2C'— Bb 1
2

(12 + bz + )1 2 (22 + b + )t L (22 4 bz + c)n+t

Der zweite Summand ist nun vom Typ 3. oder 4. und der erste Summand
ldsst sich direkt integrieren, denn es gilt

2+ b
/dezln(x2+bx+c)+a,

22+ br+c
2¢ +0b 1 1
dr = —— ——F—— firn > 0.
/(m2+bx+c)”“ ‘ n(:v2~|—bx+c)"+a e

2.2.3 Das Riemann-Integral

Wir nehmen zunéchst an, dass wir von einer Funktion F' : [a,b] — R die
Ableitung F' = f : [a,b] — R sowie den Anfangspunkt F'(a) kennen. Kénnen
wir nun Aussagen iiber den Wert F'(b) machen?

Ein ”Auflosen” der Gleichung aus Definition/Bemerkung 2.2.4 ist sicher nicht
zielfithrend, da das bestimmte Integral gerade durch die Kenntnis der beiden
Werte F(a) und F'(b) definiert ist.

Wir kennen jedoch den Mittelwertsatz 1.5.22, der uns sagt, dass es einen Wert
¢ € la,b[ gibt, mit F(b) = F(a) + f(§)(b— a). Nun hilft uns das auch nicht
weiter, da wir den Wert £ nicht kennen.

Im Fall, dass die Ableitungsfunktion f = F’ positiv ist, konnen wir diese Aus-
sage allerdings geometrisch interpretieren: Der Wert des bestimmten Integrals
F(b) — F(a) entspricht der Fliche eines Rechtecks mit der Grundseite b — a
und der Hohe f(§).

Steigt die Funktion f nun nicht zu stark, ist die Wahl eines beliebigen £ schon
eine gute Ndherung. Diese Annahme an f kann man aber in der Regel nicht
erwarten. Ist f stattdessen stetig, so wissen wir, dass die Funktion auch nur
ein wenig steigt, wenn man sich nur wenig von a fortbewegt. Dies wollen wir
als Grundidee zur Berechnung eines Naherungswertes von F'(b) heranziehen.

Definition 2.2.16 (Zerlegung eines Intervalls). e Es sei [a,b] C R ein
beschrinktes Intervall. Eine Teilmenge Z = {x¢, z1,..., 2t} C R mit
a=x9<x; <...<xp1 <xE=">heit Zerlegung von [a,b] der Linge
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J
k. Wir schreiben h;j := x; — x;_q fiir 1 < j < k, sodass x; =a+ Y hj.
i=1

Weiter schreiben wir |Z| := max h;.
1<j<k
e Eine Zerlegung heifit dquidistant, wenn h; = x; —x;_; firalle 1 < j <k
konstant ist. In diesem Fall ist h; = h = bka und es ist x; = a + jh fir
0<j<k

e Eine Zerlegung Z’ heifit Verfeinerung der Zerlegung Z, wenn Z C Z'
und |Z'| < |Z]. Gilt sogar |Z'| < |Z| so heifit Z' eine echte Verfeinerung
von Z.

Beispiel 2.2.17. e Fiir zwei Zerlegungen Z; und Z; ist die Zerlegung
Z1 U Zy eine gemeinsame Verfeinerung. Diese ist aber nicht notwendig
echt.

e Sind Z; und Z, &quidistante Zerlegungen der Lange k; und ko mit
ki1 > ko und ist Zy C Zp, dann ist Z; eine echte Verfeinerung von Zs.
Das ist zum Beispiel der Fall, wenn k; und ks beide Potenzen von 2 sind.

Es sei nun Z eine Zerlegung von [a, b] und wie oben h; := x; —x,_;. Es ist dann
F(b)—F(a) = Z F(xj) — F(z;—1) und wir finden wegen des Mittelwertsatzes
1.5.22 jeweils fj |z;_1, x;], sodass

k

F(b)=F(a)+ > _ f(&)hy

Jj=1

Wéhlt man nun die & wieder beliebig in den Teilintervallen, so erhélt man
durch die obige Formel eine Naherung fiir den Wert F'(b). Diese Naherung
wird hoffentlich besser, wenn wir die Zerlegung feiner wéahlen, d.h. wenn &
groer und h; kleiner wird.

Definition 2.2.18. Es sei f : [a,b] — R eine Funktion. Weiter sei (Z,)nen =

(Z1,Zs, ...) eine Folge von Zerlegungen Z,, = {x,7,..., 2} } von [a,b] mit
lim |Z,] = 0. Dazu sei (&, )nen cine Folge von Vektoren &, = (€7,...,&" ) mit
n—oo n

§F € Jaf_, %[ und wir schreiben wie oben h} = 2% — 2% | fiir 1 < j < Ky,
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Dann heifit
Rf;a,b(Zna E;L) = Z f(éf]n)h;l

Riemann-Zwischensumme zu f und [a,b] (zur Zerlegungsfolge (Z,) und zur
Zwischenwertfolge (&,,)). Die Folge

(Rf;a,b(Zm 51))

heifit Riemann-Folge zu f und [a,b] (zur Zerlegungsfolge (Z,,) und zur Zwi-
schenwertfolge (&,)).

nelN

Bemerkung 2.2.19. 1. Wenn alle Riemann-Folgen konvergieren, dann
gegen den selben Grenzwert.

2. Wenn alle Riemann-Folgen konvergieren, dann kann man zur Zerlegung
Z, als Eintrage des Zwischenwertvektors &, stets die Zwischenstellen
geméf des Mittelwertsatzes wahlen. Damit gilt

F(b) = F(a) + lim Rpo(Zn, ).
und dies muss auch fiir alle anderen Wahlen (&,) richtig sein.

Wir verallgemeinern die Vorbetrachtungen zur folgenden Definition.

Definition 2.2.20. e Eine Funktion f : [a,b] — R heifit Riemann-inte-
grierbar (R-integrierbar), wenn alle Riemann-Folgen konvergieren. Fiir
den Grenzwert schreiben wir

j{ ’ F(t)dt

und nenn diesen das Riemann-Integral (R-Integral) von f in den Grenzen
von a bis b.

e Wir definieren zusatzlich fiir b < a

j{bf(t)dt = —j{af(t)dt

und wenn f in a definiert ist

j{af(t)dt =0.
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Satz 2.2.21. 1. Eine R-integrierbare Funktion f : |a,b] — R ist be-
schrdankt.

2. Sind f,g: [a,b] = R R-integrierbar und gilt f < g auf [a,b], dann ist

frwa<f goa.

3. Ist f : la,b] = R R-integrierbar, dann gilt
b
£ rwa <1710 o).

Die Diskussion bisher liefert nun den folgenden ersten Teil des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung

Satz 2.2.22 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung — Teil 1).
Besitzt F': |a,b] — R eine R-integrierbare Ableitung F', dann gilt

b
]{ F'(t)dt = F(b) — F(a) .
b
Bemerkung 2.2.23. 1. Zur Berechnung Vonf f(t)dt muss man den obi-

gen Grenzprozess durchfithren, da f in deraRegel nicht als Ableitung
gegeben ist.

b
2. Wissen wir jedoch, dass  f(t)dt existiert und kennen dariiberhinaus

eine Stammfunktion F von f, so gilt
b b
j[ f(t)dt = / f(t)dt = F(b) — F(a).

3. Ist F' auf [a,b] stetig, so auch auf [a,z] a < x < b. Wegen F(z) =
F(a) +][ F'(t)dt haben wir damit die Funktion F aus der Kenntnis

.. a
seiner Anderung F’ zuriickerhalten.
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4. Es sind nicht alle Ableitungen R-integrierbar, obwohl sie selbstver-
standlich Stammfunktionen besitzen, wie das Beispiel

Flz) = {mg sin (%) falls z # 0

0 falls x =0
mit
F'(z) = 3pasin (1) —272cos (1) falls o # 0
0 falls x =0
zeigt.

5. Nicht alle R-integrierbaren Funktionen sind stetig, wie das Beispiel der
0 fallsz e [-1,0]

Funktion H : [-1,1] - R mit H(x) =
1 fallsz €]0,1]

Im néchsten Satz formulieren wir die Konvergenz der Riemann-Folgen mit
Hilfe eines e-6-Arguments

Satz 2.2.24. f :[a,b] — R ist genau dann R-integrierbar, wenn

b
Ve>030>0V|Z| <5 VE: ‘Rf;a,b(z, 3) —][ Ft)dt] < e.

Damit lédsst sich &hnlich wie schon bei Zahlenfolgen und Funktionenfolgen
die Frage nach der R-Integrierbarkeit auch ohne Kenntnis des Grenzwertes
beantworten. Es gilt das folgende Cauchy-Konvergenzkriterium:

Satz 2.2.25. [ :[a,b] — R ist genau dann R-integrierbar, wenn

—

Ve> 030> 0V|Z|,|Z'| <6 VEE : |Rpan(Z,€) — Rpan(Z',6)| <e.

Damit 148t sich bequem die folgende, in praktischen Anwendungen verwendete
Eigenschaft begriinden

Bemerkung 2.2.26. 1. Ist f : [a,b] — R eine Funktion und ¢ € [a, b] der-
art, dass f|j,,q und f|s R-integrierbar sind, so ist auch f R-integrierbar,
und es gilt

j{bf(t)dt :j{cf(t)dt +j{bf(t)dt.
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In 1. gilt sogar die Aquivalenz:

1. Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann R-integrierbar, wenn fiir
alle ¢ € [a, b] die Funktionen f|,q und f|s R-integrierbar sind. Dann
gilt die Gleichheit aus 1.

Den Beweis fiir Aussage 1. werden wir spéter nachholen. Fiir eine sehr spezielle
Situation werden wir das Ergebnis jedoch gleich als direkte Folgerung erhalten.

Satz 2.2.27. Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist R-integrierbar.

Folgerung 2.2.28. Ist f : [a,b] — R stetig, und sind y1, y2, y3 € [a, b], so gilt

P rwdt=o fyde+

Yy

" rt.

Y Y

Folgerung 2.2.29. Jede beschrinkte Funktion f : [a,b] — R mit nur endlich
vielen Unstetigkeitsstellen ist R-integrierbar.

Satz 2.2.30. 1. Es seien f,g: [a,b] = R R-integrierbar und ¢ € R. Dann
sind auf f + g und cf R-integrierbar mit

f "+ g (it = f (ot + f gty
f (e )0yt = f (.

2. Es sei R(la,b]) = {f : [a,b] — R|f ist R-integrierbar}. Dann gilt
die folgende Inklusion beziiglich der Supremumsnorm normierter Vek-
torrdume:

C(la, b)) & R([a,0]) & B([a,b]) .

b
Insbesondere ist die Abbildung f r—>j[ f(t)dt eine Linearform auf
R([a,b]) und auf C([a,b)). ’

Beweisskizze. (zu 2.) Die Inklusionen folgen aus den Satzen 2.2.21 und
2.2.27. Dass es sich hier um echte Inklusionen handelt, folgt einerseits aus
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Folgerung 2.2.29 und andererseits mit Hilfe der beschrankten, jedoch nicht
R-integrierbaren Funktion

fila, bl =R, f(z)=indgny(®).
O

Satz 2.2.31 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung — Teil 2). Ist
f:a,b] = R stetig, dann besitzt f eine Stammfunktion F : [a,b] — R, etwa

Flz) :j[x F)dt .

Bemerkung 2.2.32. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
erlaubt es uns

e wegen Teil 1 bei der Kenntnis einer Stammfunktion F' der R-integrier-

b
baren Funktion f den Wert ,7[ f(t)dt des Konvergenzprozesses explizit

anzugeben.

e wegen Teil 2 zu vorgegebener stetiger Funktion f : [a,b] — R durch
einen Konvergenzprozess eine Stammfunktion F' : [a,b] — R von f
anzugeben, d.h. F' = f.

Bemerkung 2.2.33. Sind f,g : [a,b] — R R-integrierbar, und stimmen f
und ¢ auf einer dichten Teilmenge von [a, b] {iberein, dann gilt

j{bf(t)dt :](abg(t)dt.

Bezeichnung 2.2.34. Wegend des Hauptsatzes der Differential- und Inte-
gralrechnung werden wir, weil wir uns in der Regel mit mindestens stiickweise

stetigen Funktionen beschéftigen, nicht mehr zwischen den Symbolen / und

j[ unterscheiden.

Folgerung 2.2.35. Wegen der starken Voraussetzungen der Sitze 2.2.9 und
2.2.10 gelten die partielle Integration und die Substitutionsregel fiir die R-
Integration analog.



142 2.2 Integration

Abschliefend untersuchen wir das Verhalten der Integration im Zusammenhang
mit Funktionenfolgen.

Satz 2.2.36. Es sei (f,) eine gleichmdf$ig konvergente Folge integrierbar
Funktionen auf dem Intervall [a,b]. Dann gilt

b
1. Die Zahlenfolge (ffn(t)dt> ist konvergent.

2. Die Grenzfunktion f = lim f, von (f,) ist integrierbar mit
n—oo

n—oo

/ “ it = tim [ faydt

Man kann also sagen: ”Unter den gegebenen Voraussetzungen lassen sich
Integration und Grenzwertbildung vertauschen”.

Ubertragen wir das auf Potenzreihen erhalten wir

Folgerung 2.2.37. Hat die Potenzreihe Y apx* einen Konvergenzbereich
K # @, so ist die Grenzfunktion dort integrierbar, und eine Stammfunktion
erhalt man durch summandenweises integrieren, also

b
a
/a (Zakxk)dx: k’i:llxk

fiir a,b € K.

b

a

2.2.4 Geometrische Anwendungen der Integration
2.2.4.1 Flachen- und Volumenberechnung

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung 1.5.22 liefert die folgende Aussage
fiir Integrale:

Satz 2.2.38 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Es sei f : [a,b] — R
stetig, dann gibt es ein & € [a,b], sodass

b
/ f(0dt = f(E)(b—a).
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Bemerkung 2.2.39. Die obige Aussage gilt in der Regel nicht mehr, wenn
man die Stetigkeit fallen lasst.
0, <0

Dazu betrachten wir die Funktion f : [—1,1] - R mit f(z) = {1 0
. x>

Es ist hier fbf(t)dt =1 und f(&)(b—a) € {0,2} fiir alle £ € [a, b].

Betrachten wir nun eine stetige Funktion f, die nur positive Werte annimmt.
Dann entspricht der rechte Term der Gleichung aus Satz 2.2.38 dem Fléchenin-
halt eines Rechtecks mit Grundseitenlinge b — a und Héhe f(€). Schauen wir
nun die Form der Riemannsumme in Definition 2.2.18 genauer an, so sehen
wir, dass Ry.qu(Zn, En) einer Summe von solchen Rechteckflachen entspricht.
Fiir geeignete &' geméf Satz 2.2.38 gilt

[ awan =32 [ = Y 5€) it — i) = Rras(Zas ).

Ti—1
Das liefert dann die folgende geometrische Interpretation des Integrals, siehe
auch Abbildung 2.2.1.

Bezeichnung 2.2.40. Fiir zwei Funktionen fi, fo : [a,b] — R bezeichne
A(f1, f2; a,b) den Inhalt der Fliche, die von den Graphen der beiden Funktio-
nen eingeschlossen wird. Als Spezialfall bezeichnet A(f;a,b) := A(f,0;a,b)
den Inhalt der Fliche zwischen der z-Achse und dem Graphen von f : [a, b] —
R.

Satz 2.2.41. Fiir eine nicht-negative, stetige Funktion f : [a,b] — R=° gilt
b
Alfiat) = [ fat.

Abbildung 2.2.1: Fliche unter einem Graphen

]
%
a =
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Folgerung 2.2.42. 1. Es sei f : [a,0] — R stetig mit den Nullstellen
1 < ...<x1in |a,b]. Schreiben wir a = xo,b = x4, so gilt

At =Y | [ s

k=1

2. Sind f1, f2 : [a,b] — R stetig und ist stets f; > fo, so gilt

Al faiah) = [ (le) = fat) .

3. Es seien f1, fa : [a,b] — R stetig mit den Schnittstellen z; < ... < xp_
in Ja,b[, so gilt mit a = x¢,b = xy

A(f1, faia,b) =) /xk (f1(t) — fo(t))dt]| .

Tk—1

k=1

Definition 2.2.43. Unter einem Rotationskérper im weiteren Sinne verstehen
wir einen Korper, der entsteht, wenn wir eine ”stetige ebene Kurve” um eine in
der Kurvenebene liegende Gerade rotieren lassen. Im engeren Sinne verstehen
wir unter einem Rotationskorper hier die folgenden Spezialfille:

1. Ist f : [a,b] — R eine stetige Funktion, so bezeichnet V,(f;a,b) das
Volumen des Korpers, der entsteht, wenn man den Graphen der Funktion
f um die z-Achse (Abzisse) rotieren ldsst, siche Abbildung 2.2.2.

2. Ist f : [a,b] — R eine injektive, stetige Funktion, so bezeichnet
V,(f;a,b) das Volumen des Korpers, der entsteht, wenn man den Gra-

phen der Funktion f um die y-Achse (Ordinate) rotieren lésst.

Abbildung 2.2.2: Rotationskorper

lf"i‘fﬁ\\\
“’ ‘l!'!" “I!.i|l'!'u‘rﬁ\\\\‘-ia=§i§i§iﬁ-n~k\

AN
N\ N\
L R

\ TN
"""”’lll RN,
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Die Argumentation zur Flichenberechnung iibertragt sich nun direkt auf die
Berechnung der Volumina, siehe Abbildung 2.2.3.

Abbildung 2.2.3: Riemannsummen am Rotationskorper

AT
JULLLL

Satz 2.2.44. Ist f : [a,b] — R stetig, so gilt

b
Vo(fia.b) = nA(f2(a);ab) = 7 / P2 (t)dt

Folgerung 2.2.45. Ist f : [a,b] — R injektiv und stetig differenzierbar, so
gilt

b
Vy(f;a,b) Zﬂ/ 2 f(t)|dt .

Bemerkung 2.2.46. Satz 2.2.41, Folgerung 2.2.42 und Satz 2.2.44 bleiben
richtig, wenn man ”stetig” durch ”beschrinkt mit endlich vielen Unstetigkeits-
stellen” ersetzt, siehe Folgerung 2.2.29.

Eine zweidimensionale Verallgemeinerung der Riemannsummen liefert die
folgende Verallgemeinerung von Satz 2.2.44:

Satz 2.2.47. Es sei K C R? ein Kérper mit endlichem Volumen V (K) und
Ey = {(z,y,2) |z =t} C R3 bezeichne die Ebene durch (0,0,t) parallel zur
xy-Ebene. K werde beschrdnkt durch die Ebenen E, und Ey,. Es sei weiter
A(t) der Flicheninhalt von K N E; und die Funktion A : [a,b] — R sei stetig.
Dann gilt



146 2.2 Integration

Damit haben wir auch sofort die folgende wichtige Erkenntnis gewonnen.

Satz 2.2.48. Gegeben seien zweir Korper Ky, Ko, die bezogen auf eine feste
Basisebene E die gleiche Gesamthéhe haben. Weiter seien zu jeder festen
Héhe h die Fldacheninhalte gleich grof, die man als Schnitte von K1 N E), und
Ky N Ey, mit der Ebene Ey, durch diese Hohe und parallel zu E erhdlt. Dann
haben die Korper die gleichen Volumina.

Folgerung 2.2.49 (Prinzip von Cavallieri, Scherungsprinzip). Ein Spezialfall
ergibt sich, wenn die Schnittflichen K7 N E, und Ky N E), bis auf Translation
gleich sind. Dann ergibt sich K; aus K5 durch eine Scherung.

Bemerkung 2.2.50. In der Situation von Satz 2.2.47 kénnen wir uns fiir
jedes z die Projektion der Fldache K NE, in die xy-Ebene anschauen. Dort lasst
sich diese Flédche im Idealfall so zerlegen, dass die Begrenzung jeder Teilfldche
durch Graphen von Funktionen y = ff(x) und y = f5(x) beschrieben wird, die
ihrerseits von z abhéngen. Wir kénnen dann zur Berechnung der zugehdrigen
Flédcheninhalte jeweils Satz 2.2.41 oder Folgerung 2.2.42 anwenden, wobei die
Integrationsgrenzen in der Regel von z abhéngen werden.

Wir betrachten den Spezialfall, dass fiir kein z eine Zerlegung notwendig ist
und dass sich die Projektion der Schnittflichen K N E, jeweils als Fliache
zwischen der z-Achse und dem Graphen einer Funktion y = f*(x) =: f(z, 2)
auf dem Intervall [¢(2), d(2)] ergibt. Dann gilt

(2) (2)
V(K) = /b ( (d) f(z,2) dx) dz =: /b/d) f(x, z)dxdz .

Beispiel 2.2.51 (Volumen eines Kegelsstumpfes). Wir betrachten den Ro-
tationskorper, der sich bei Rotation des Geradenstiicks, das sich als Graph
von f(z) = mz in der zz-Ebene auf dem Intervall [a, b], ergibt. Der Kérper
ist ein gerader Kegelstumpf der Hohe h = b — a, groem Radius R = mb und
kleinem Radius r = ab. Damit ist
V= gh(R2 +rR+1?) = g(b — a)(m*? + m2ab + m%d?)
= gm?(b3 —a?).
GeméB Satz 2.2.44 haben wir

b b
1
V= 7r/ (mt)?dt = 7rm2/ t2dt = mm? - gx?’

= EmZ(b?’ —a?).

3

b

a
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Geméaf Bemerkung 2.2.50 wéhlen wir als Basisebene die zy-Ebene und der
Schnitt von K mit der Ebene E; = {(z,y,t) |2,y € R} ist eine Kreisscheibe
mit Radius r, = mt. Diese Kreisscheibe wird oben und unten jeweils von
den Graphen der Funktionen y = fi(z) = vm?t? —2? und y = fi(z) =
—v'm?t? — 22 auf den Intervallen [—mt, mt] begrenzt. Damit ergibt sich

/ / Vm2t2 — 2 — (—vV/m2t2 — x2)>da:dt
= 2/ Vm?2t? — x2 dxdt .
a —mt
Eine Stammfunktion von y — /p? — y? ist

y \/ —l— arcsin ( z)

wie man durch Ableiten nachpriift. Damit ist dann

V:/ [ y\/m2t2—x2+ m arcsm(m)

mt’ | —mt

mt
} i

= E/Gb [(0 + m*t? arcsin(l)) - <0 + m*t? arcsin(—l))} dt

2
1 [° 2,2 s 15]°
= — (2m7rt)dt:7rm -
2/, 3 la
T 9,13 3
— T2 —
" (5~ o)

2.2.4.2 Wege und Weglange

Wir verwenden in diesem Abschnitt die fiir Vektoren im Zahlenraum R™
iiblichen Schreibweisen. Das heifit fiir Vektoren & = (xy,...,2,,) und y =

(Y1, -+ Ym) ist

(@, 9) :x1y1+...+xmym:inyi




148 2.2 Integration

Definition 2.2.52. Eine Kurve oder ein Weg im R™ ist eine Abbildung
¢:la,b] — R™ mit

at) = (a(t),...,cnlt)) .

Wir nennen den Weg ¢ stetig, differenzierbar oder stetig differenzierbar, wenn
das fiir alle Komponentenfunktionen ¢; : [a,b] — R gilt.

Definition 2.2.53. Ist ¢ ein Weg dessen Komponenten differenzierbare Funk-
tionen sind, so definieren wir Ableitung des Weges iiber

a'(t) = (i (t),...,d, (1)

und die Integration iiber

/E(t)dt - (/cl(t)dt,...,/cm(t)dt) |

Definition/Bemerkung 2.2.54. Es sei Z = {tg,...,t;} mit a = ¢, <
tp < ... < tp_1 < tp = b eine Zerlegung des Intervalls [a,b]. Weiter sei
¢:la,b] = R™ ein Weg.

e Mit L(¢, Z) bezeichnen wir die Lange des Streckenzuges

&to)at) U &6)&(ts) U...U tr)ltn) ,

t;
/ c'(t)dt
t

j—1

Ist der Weg ¢ differenzierbar, so gilt

k

L(@.2) =Y llelty) — elt-)ll = Y-

=1

e Als Lénge des Weges bezeichnen wir die Grofe
L(¢) :=sup{L(¢, Z) | Z ist eine Zerlegung von |a, b|}
falls sie existiert.
e Essei ¢: [a,b] - R™ mit L(¢) < co. Dann heifit Lz: [a,b] — R mit
Ld(t) = L(@],,,)

die Langenfunktion des Weges c.
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Bemerkung 2.2.55. Fiir jeden stetigen Weg ¢': [a,b] — R™ gilt

bﬁ(t)dt“ < /abHU(t)Hdt.

Insbesondere ist fiir einen stetig differenzierbaren Weg ¢ : [a, b] — R™

a</ I (¢) .

Satz 2.2.56. Ist der Weg C: [a,b] — R™ stetig differenzierbar, dann gilt:

1. Die Lingenfunktion von ¢ ist differenzierbar mit L'(t) = ||c’(t)]|.

2. Fir die Lange gilt L(¢) = La( / €’ (t)||dt.

2.3 Abbildungen mehrerer Variablen, Stetigkeit und topologische Grund-
begriffe

Wir hatten die Stetigkeit von reellen Funktionen mit Hilfe von Intervallen
definiert, siehe Definition 1.4.1. Spéter hatten wir dann gezeigt, dass sich die
Stetigkeit auch mit Hilfe von Folgen charakterisieren lief3, siehe Satz 1.4.30.
Wir wollen den ersten Ansatz nun auf Funktionen in mehreren Variablen
verallgemeinern. Dabei werden wir einige Bezeichnungen im Zahlenraum R"
verwenden, die wir im Folgenden wiederholen bzw. einfiihren.

2.3.1 Grundbegriffe des Zahlenraums

Der Zahlenraum R™ besteht aus n-tupeln reeller Zahlen, die Punkte. Wir
schreiben 2 = (zy,...,,) fir € R0 Identifizieren wir die Punkte des

() Aus Griinden der Platzersparnis, werden wir in den kommenden zwei Kapiteln die
Elemente des Zahlenraums als Zeilenvektoren schreiben.
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R"™ mit Ihren Aufpunktvektoren, so ist der R"™ zusammen mit der komponen-
tenweisen Addition und skalaren Multiplikation ein reeller Vektorraum: Fiir
a € Rund z,y € R" ist

r+y= (21, .., x0) + W1,y Yn) = (®1 F Y1, ., Tpn + Yn),
ar =a(xy,...,z,) = (axy,...,ax,).

Im R”™ haben wir den natiirlichen Abstandsbegriff, der durch die geometrische
Lange des Abstandsvektors gegeben ist. Die Lange oder Norm von z € R™ ist

|zl = /23 + ... + 22

und damit der Abstand zweier Punkte

Aw,y) = Nz — yll = /(@1 — 92>+ .+ (50— 90)”

Damit haben wir natiirlich Begriffe des n-dimensionalen offenen und abge-
schlossenen Balls und der (n — 1)-dimensionalen Sphire mit Radius r um
einen Punkt 2° € R". Diese Biille und die Sphére bezeichnen wir mit®

B,(2°) = {z € R" ||« — 2" <r} ,
B, (2% ={z e R" |||z — 2°|| <r} ,
Sp(2) ={z € R"||lz — 2|l = r} ,

also B,(2°) = B.(2%) U S,(29).
2.3.2  Abbildungen in mehreren Variablen und Stetigkeit

Definition 2.3.1. e Unter einer Funktion (in mehreren Variablen) ver-
stehen wir eine Abbildung die auf einer Teilmenge M C R"™ definiert ist,
also

f+M—R.

Wir schreiben auch f(z) = f(z1,...,2,).

()Wenn wir die Dimension des umgebenden Raums eines Balls oder einer Sphére betonen
wollen, werden wir das als Index ergénzen: B (x°), B*(2°), S7=1(2%) c R"™.
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e Als den Graphen der Funktion f bezeichnen wir die Menge

Gr={(z,2) |z € M,z = f(z)} CR"™.

e Als Hohenmengen der Funktion f bezeichnen wir die Mengen
Hi,={zeM|f(z)=2} CR".

Im Fall n = 2 spricht man auch von Hohenlinien und im Fall n = 3 von
Héhenflichen.

Beispiel 2.3.2. 1. Die Abbildung, die x € R" die i-te Koordinate x;
zuordnet

m:R" =R, mx)=ux

heilt i-te Koordinatenfunktion. Wenn wir den Definitionbereich betonen
wollen, dann schreiben wir auch '

2. Eine Funktion f: R™ — R der Form

mi  mo My,

= E 71,12 i
p(l') - ZZ ailiQ.”ingjl 332 $nn

11=0142=0 in=0

mit a;,4,.;, € R und m; € N heifit Polynom (in n Variablen).
Die Zahl m := max{ji + jo + ... + Jn | @j j..j, 7 0} heifit der Grad des
Polynoms.

3. Beispiel eines Polynoms:
fz1,20) = 23 — 225 — 20119 — 4 = (21 — 12)? — 325 — 4.

Es ist hier asg = 1, a¢92 = —2,a11 = —2 und agg = —4 und der Grad von
f ist 2. Die Hohenlinien von f sind spezielle Quadriken im R? und der
Graph von f hat die Form einer Sattelfliche, sieche Abbildung 2.3.1.

4. Die Menge aller Polynome in n Variablen ist eine unendlichdimensiona-
le reelle Algebra, also insbesondere ein unendlichdimensionaler reeller
Vektorraum. Wir bezeichnen ihn mit R|xy, 2o, ..., x,].
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Abbildung 2.3.1: Graph und Héhenlinien der Funktion f(xy,z) = 27 — 223 —

2x1x9 — 4
—

-1 10

5. Die Menge aller Polynome in n Variablen mit maximalem Grad m ist
ein Untervektorraum R,,[x1,...,2z,] C Rxy,...,z,]. Er ist endlichdi-
mensional mit Dimension (m:;”)

6. Rationale Funktionen in n Variablen sind Funktionen der Form § :

M\ {z e R"| ¢(x) =0} - R mit p,q € Rlzy, ...,z

Definition 2.3.3. Eine Abbildung (in mehreren Variablen)" ist eine Abbil-
dung, die auf einer Teilmenge M C R™ definiert ist, und ihre Werte in R¥
annimmt, also

f:M—R".

Schreiben wir mit Hilfe der Projektionen ; : R¥ — R von RF
firM =R, fi(z) =m(f(z)),

so lasst sich die Abbildung f schreiben als

f@) = (h(@), fol@), -, fu(z))

(OWir verwenden im folgenden diesen strengeren Begriff der ” Abbildung” und sprechen
von ”Funktionen”, wenn wir betonen wollen, dass der Wertebereich R ist. Im Zusammenhang
mit dem allgemeinen Begriff der Abbildung sollte es nicht zu Verwirrung kommen.
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Die f; heiflen dann die Komponentenfunktionen von f. In dieser Form werden
Abbildungen in der Regel vorgegeben sein.

Beispiel 2.3.4. 1. Die Abbildung
fiR? =R flr,y) = (2° =y, 22y)
hat das folgende Verhalten:

e Kreise vom Radius r um den Ursprung werden auf Kreise mit
Radius r? um den Ursprung abgebildet.
Sei néimlich (z, %) ein Punkt mit ||(x,y)||? = 2? + y* = r?, dann ist
x =rcos(a) und y = rsin(a) fiir einen Winkel a.. Damit ist

1f (2, 9)||* = ||(r* cos®(a) — r? sin’(), 27 cos() sin(a)) ||
= ||(r? cos(2), r? sin(2a) |
= r*sin®(2a) + r* cos*(2a)
=7t

e Halbgeraden vom Ursprung, die mit der z-Achse einen Winkel ¢
einschliefen, werden auf Halbgeraden vom Ursprung abgebildet,
die mit der x-Achse einen Winkel 2¢ einschlieflen.

Sei nidmlich y = tan(¢) x, dann ist fi(z,y) = 2% — 22 tan?(¢) und
fa(x,y) = 222 tan(¢), sodass

fo(z,y) _ 2 tan(¢)
fi(z,y) 1 —tan?(¢)

also fo(x,y) = tan(2¢) fi(x,y).

Identifiziert man R? mit der komplexen Ebene gemif (z,y) <> 2z = z+iy,
so entspricht die Funktion f dem komplexen Quadrieren z — 22

2. Auch im Fall allgemeinerer Abbildungen kann man in Ausnahmeféllen
den Verlauf noch graphisch darstellen. Ist etwa M C R und f: M —
R?, so heift fiir z € R? die Menge Hy, = {z € M| f(z) = 2z} C R?
Hohenlinie.

Fiir f(x1, 20, x3) = (2] 4+ a3 — 23, 23) ist Hy 2 ) ein Kreis in der Ebene
{(z1, 29, h) | 21,22 € R} mit Radius 1/p? + h? und Mittelpunkt (0,0, h).
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Die Definition der Stetigkeit geschieht analog zur Stetigkeit in Definition 1.4.1.

Definition 2.3.5. Eine Abbildung f : M — R* mit M C R" heift stetig in
2° € M, wenn

Ve > 030 > 0Vz € Bs(2°)N M : f(x) € B(f(2")).

Sie heifit stetig auf M, wenn Sie stetig in jedem x € M ist.

Die Definition der Stetigkeit hat folgende Umformulierungen:
Bemerkung 2.3.6. Eine Abbildung f : M — R ist stetig in 2° € M C R"

genau dann, wenn

e Ve>03 >0V eM: (|z—2° <d=|f(z) — f(a")] <¢)
o VB (f(2°)) 3Bs(2°) : f(M N Bs(2%)) C Bc(f(2"))

Satz 2.3.7. Die Funktion f : M — RF mit M C R™ ist genau dann stetig,
wenn samtliche Komponentenfunktionen f; : R"™ — R stetig sind.

Wie bei den reellen Funktionen gilt auch bei den stetigen Abbildungen die
folgende Bemerkung:

Bemerkung 2.3.8. Es sei f: M — RF stetig in 2° € M C R"®, dann gilt:

e Es gibt einen Ball Bs(x?), sodass f’MﬂB(s(wO) beschréankt ist.

o Ist f(2°) > 0, so gibt es einen Ball Bs(x?), sodass f‘MQBé(xo) > 0.

Auch der Beweis des folgenden Satzes verlauft analog zum Beweis im Fall
einer Variablen, siehe Sétze 1.4.3 und 1.4.4.

Satz 2.3.9. 1. Es seien f: M — R* undf M —> R* Abbildungen auf
M C R". Weiter seien f und f beide stetig in x° € M. Dann sind auch
die Summe f+ f M — R* und die Differenz f — f M — RF stetig
in2®€e M.

2. Es sei g : M — R eine Funktion auf M C R". Weiter sei g stetig in
2% € M und g(z°) # 0. Dann ist auch é : M — R mit é(x) = ﬁ stetig
m To.
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3. Es sei f: M — RF eine Abbildung und g : M — R eine Funktion auf

M C R™. Weiter seien f und g beide stetig in 2° € M. Dann ist auch
das Produkt gf : M — R stetig in 2° € M.

. Es seien M C R" und N C R¥ und f : M — R¥, h : N - R™

Abbildungen mit f(M) C N. Ist f stetig in 2° € M und h stetig in
f(z°) € N, so ist auch die Verkettung ho f : M — R™ mit (ho f)(z) =
h(f(z)) stetig in x°.

Beispiel 2.3.10. 1. Die konstanten Abbildungen ¢ : R" — RF mit

2.
3.

c(z) := c fiir ein festes ¢ € R sind stetig.
Die Projektionen m; : R®™ — R sind stetig.

Die Multiplikation und die Addition auf R koénnen als Funktionen
p:R? — R und m : R? — R interpretiert werden:

p(x1,T2) = 1 + T2, m(zy, T2) = T1X9

Diese sind stetig. Bemerkung: Man kann nun die Rechenregeln 2. und
3. aus dem vorigen Satz neu beweisen, indem man dieses Beispiel und
Teil 1. aus dem Satz anwendet.

Polynome in mehreren Variablen sind stetig.
Rationale Funktionen in mehreren Variablen sind stetig.

Es sei A € R** eine Matrix und f : M — R¥ und f : M — R’ seien
stetig auf M C R"™. Dann ist auch die Funktion Fy : M — R mit

Fa(z) = f(x)" - A~ g(x)
stetig auf M.
Ein Spezialfall erhélt man fiir / = k und A = 1. Es ist dann

k

Fy(z) = (f(z),9(x)) = Zfz(x)gz(x)

i=1

Beispiel 2.3.11. 1. (Polarkoordinaten). Die Abbildung

dp:R? = R?, Pp(r,¢) = (:«Z?s((z)))
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ist stetig und surjektiv, aber nicht injektiv. Die Einschrankung auf die
Teilmenge

R>Y x 0, 27[ C R?

ist injektiv, aber nicht mehr surjektiv. Schrinkt man hier den Wertebe-
reich auf das Bild

Bild(q)P‘]wa]ogn[) =R’ \ {(z,0) |z > 0}

ein, so ergibt sich die Umkehrfunktion zu

-1
<(I)P‘]R>0><]O,27r[> R*\ {(,0)|z > 0} — R?

-1 /132+ 2
<CI)P‘]R>0><]O,27r[> (z,y) = ( Y )

arg(z, y)
mit
(arctan (%) falls x > 0,y > 0
5 falls x =0,y > 0
arg(z,y) = { arctan () + 7 falls 2 < 0
& falls 2 = 0,y < 0
| arctan (%) +27r fallsx >0,y <0

. (Zylinderkoordinaten). Die Abbildung

rcos(p)
d,:R®— R?, D4 (r, @, z) = | rsin(yp)

z

ist stetig und surjektiv, aber nicht injektiv. Die Einschrankung auf die
Teilmenge

R>° x]0,27[ x R c R?

ist injektiv, aber nicht mehr surjektiv. Schrankt man den Wertebereich
auf das Bild

Bild (‘I’Z}wa}o,%[m) —R3\ {(2,0,2) |2 >0,2 € R} .
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ein, so ergibt sich die Umkehrfunktion

—1
(O2hrpanir) B\ (@.0.) [0 20,2 € R} 5 R

-1 Va?+y?
(q)Z ‘]R>0><]0,27r[><R> (iL’, Y Z) - arg(:c, y)
z

3. (Kugelkoordinaten). Die Abbildung

1 cos(p) cos(1)
Pr: R* — R?, Qg (r,p,9) = | rsin(p) cos()
7 sin(1)

ist stetig und surjektiv, aber nicht injektiv. Die Einschrankung auf die
Teilmenge

R x ]0,27[ x| — Z,Z[ C R?

ist injektiv, aber nicht mehr surjektiv. Schrinkt man hier den Wertebe-
reich auf das Bild

Bild (@K}RW]O’%[X]_%[) =R\ {(,0,2)|2 > 0,2 € R} .
ein, so ergibt sich die Umkehrfunktion zu

-1
<¢K’R>0x]—g,g[x]o,27r[> :R*\{(#,0,2) |z >0,z € R} = R®

a2+ y?+ 22

-1
<¢K‘R>°X]—%7%[X ]0,27r[> (5E7 Y, 2) = arg(x, y)

T

arcsin (—)
/$2+y2+z2
2.3.3 Folgen und Grenzwerte im Zahlenraum

Mit Hilfe der Definition des Balls, bzw. des Abstandsbegriffs (x,y) — ||z — y||,
kénnen wir auch Begriffe, die wir im Zusammenhang mit Zahlenfolgen erhalten
haben, auf den Fall von Folgen im Zahlenraum R" iibertragen.

Definition 2.3.12. e Eine Folge im Zahlenraum ist eine Abbildung von
N nach R” und wir schreiben dafiir (2(™),cn.
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e Eine Folge (2(™),cn heiBt konvergent gegen 2° € R”, wenn
Ve > 03ng € NVn > ng : 2™ € B.(2).

Satz 2.3.13. 1. Eine Folge (x™)ien in R™ konvergiert genau dann,

wenn alle ihre Komponentenfolgen (x(-k)

DD ken firi=1,...,n konvergie-
ren.

2. (Cauchy-Kriterium). FEine Folge (z")en in R™ konvergiert genau
dann, wenn sie ein Cauchy-Folge ist, d.h.

Ve > 03ky € NVE, £ > ng : 2™ — 29 € B(0).

3. Bine Folge (™) en in R™ ist genau dann eine Cauchy-Folge, wenn das
fiir thre Komponentenfolgen gilt.

Auch die Aquivalenz zwischen Folgenstetigkeit und Stetigkeit {ibertrigt sich
wortwortlich aus dem Fall einer Variablen.

Satz 2.3.14. Eine Funktion f: M — RF ist genau dann stetig in 2° € M C
R™, wenn fiir alle Folgen (x*™))en in M die gegen 2° konvergieren die Folge
(f(yc(k)))kelN gegen f(x°) konvergiert.

Wir iibertragen nun noch einen weiteren Begriff aus dem Fall einer reellen
Variablen.

Definition 2.3.15. Ein Punkt 2° € R™ heifit Hiufungspunkt der Menge
M C R", wenn in jedem Ball B.(2°) um 2° noch ein Punkt von M \ {z°}
liegt, d.h.

Ve>03r € M\ {2°} : 2 € B.(2").
Alle Punkte von M, die keine Haufungspunkte sind, heiflen isolierte Punkte.
Auch die Definition des Grenzwertes und die Folgerungen sind analog zu den

Aussagen in Kapitel 1.4.3.

Definition 2.3.16. Es sei M C R", 2° € R" ein Hiufungspunkt von M. Ein
Wert 3° € R* heiit Grenzwert der Funktion f : M — R*, wenn

VB (y") 3Bs(2°) Vo € (M \ {2°}) N Bs(2°) : f(x) € B(y").

Wir schreiben dann limO f(z) =

T—T
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Bemerkung 2.3.17. 1. Es gibt in jedem Hiufungspunkt z° von M héch-
stens einen Grenzwert.

2. Die Abbildung f : M — R” besitzt genau dann im Haufungkspunkt z°
von M C R" den Grenzwert 3°, wenn die Abbildung

fiMU{z°) 5 RF mit f(x):{féx) f?lrxefwo\{xo}
Yy firx =2

stetig in 2 ist.
3. f: M — RFist in dem Haufungspunkt 2° € M C R"™ genau dann stetig,

wenn wli_}rg() f(z) = f(2°).

4. f+ M — RF besitzt im Haufungspunkt z° von M C R" genau dann
einen Grenzwert, wenn dies fiir alle ihre Komponentenfunktionen gilt.

In diesem Fall gilt lim f(x) = ( lim fi(x),..., lim fk(x))
z—20 z—20 z—20

Auch die Rechenregeln gelten analog:

Bemerkung 2.3.18. 1. f: M — R habe in dem Hiaufungspunkt x° von
M C R"™ den Grenzwert y° = lim € N C RF. Weiter sei g : N — R’

z—ax0
stetig in »°. Dann hat go f : M — R’ einen Grenzwert in 2° und es gilt

lim g(f(x)) = g( lim f(z)).

2. Haben die Abbildungen fi, fo : M — R*, g : M — R im Haufungspunkt
2% von M C R™ einen Grenzwert, so auch die Abbildungen fi & f2, g.f1
und % und es gilt®

lim (fi(z) £ f2(2)) = lim f(z) £ lim g(z),

- T T—T
. 3 1 ] 1 1
9}520 g(x) f1(x) = xlggog(x) zlggo fi(z), 9}5&) g(z) ~ lim g(x)’
r—x

()Im letzten Fall muss natiirlich lim g(x) # 0 vorausgesetzt werden.
r—x
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2.3.4 Topologische Grundbegriffe des Zahlenraums

Definition 2.3.19. Es sei M C R"™. Ein Punkt z € R™ heif3t

1. innerer Punkt von M, wenn
de > 0: B(r) C M;

d.h.: Es gibt einen Ball um =z, der ganz in M liegt. Insbesondere gehort
jeder innerer Punkt von M zu M.

2. Randpunkt von M
Ve>0:B(x)NM # @ und Be(z)NM" # o,

das heifit, jeder Ball um x enthélt sowohl Punkte aus M als auch Punkte
aus M® = R" \ M. Ein Randpunkt von M kann — aber muss nicht — zu
M gehoren.

Definition 2.3.20. Es sei M C R".

1. Die Menge M C M der inneren Punkte von M heiBt das Innere von M.
2. Die Menge OM C R"™ der Randpunkte von M heifit der Rand von M.
3. Die Menge M := M U OM heiBt Abschluss von M.

4. Eine Menge M heifit offen, wenn M = M , d.h. sie besteht nur aus
inneren Punkte, bzw. keiner ihrer Randpunkte gehort zu ihr.

5. Eine Menge M heifit abgeschlossen, wenn M = M, d.h. alle Randpunkte
gehoren zu M.

2

Statt zu sagen "sei U C R”" eine offene Menge” schreiben wir kurz ”sei
UC R".

Beispiel 2.3.21. 1. Die leere Menge und R" sind offen.

2. B,(x) ist offen, B,(x) ist abgeschlossen und 0B, (x) = S,(x). Deswegen
sprechen wir auch von offenen und abgeschlossenen Béllen.
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3. Fiir n = 1 sind die offenen und abgeschlossenen Bélle gerade die offenen
und abgeschlossenen Intervalle. Der Rand eines Intervalls besteht aus
den beiden Randpunkten, sodass die vorab eingefiihrten Begriffe sinnvoll
sind.

4. Eine Menge muss weder offen noch abgeschlossen sein.
Bemerkung 2.3.22. 1. M = 9(MP), (OM)t = M U (M)"

2. M ist genau dann offen, wenn MC abgeschlossen ist. M ist genau dann
abgeschlossen, wenn M? offen ist.

3. Eine Menge M ist genau dann offen, wenn es fiir jeden Punkt x € M
einen offenen Ball) B ¢ M gibt, mit = € B.

4. Die Vereinigung von offenen Béllen ist offen. Der Schnitt zweier offener
Balle ist offen.

5. Die offenen Mengen sind genau die Vereinigung offener Béllen.

Im Zusammenhang mit Haufungspunkten gilt das Folgende:

Bemerkung 2.3.23. 1. Jeder innere Punkt von M ist ein Haufungspunkt
von M.

2. Jeder Haufungspunkt von M, der nicht zu M gehort, ist ein Randpunkt
von M.

3. Eine Menge M ist genau dann abgeschlossen, wenn Sie alle ihre Rand-
punkte enthélt.

Mit Hilfe von Bemerkung 2.3.22 beweist man leicht den folgenden Satz.

Satz 2.3.24. Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen und der Schnitt
endlich vieler offener Mengen ist offen. Das heifit, ist U C P(R"™) eine nicht-
leere Menge von offenen Teilmengen von R", so gilt:

1. U C R" ist offen.

()Die Bezeichnung B, oder B fiir einen Ball benutzen wir, wenn der Mittelpunkt oder
auch der Radius nicht spezifiziert wird.
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2. IstU eine endliche Menge, so ist (YU C R™ offen.

Durch den Ubergang zum Komplement erhilt man die folgende Aussage fiir
abgeschlossene Mengen.

Bemerkung 2.3.25. 1. Endliche Vereinigungen und beliebige Schnitte
abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

2. Ist UC R"™ offen und A C R™ abgeschlossen, so ist U \ A offen und
A\ U abgeschlossen.

3. Unendliche Schnitte offener Mengen miissen nicht offen sein, und unend-
liche Vereinigungen abgeschlossener Mengen miissen nicht abgeschlossen
sein.

e Sei (7,)nen eine monoton fallende, reelle Nullfolge und betrachte
U= {B,, (z°)|n € N}. Dann ist

ﬂu = m Brn<m0) = {xo}

abgeschlossen.

e Sei (ry)pen mit 0 < 7, < 1 eine monoton steigende Zahlenfolge mit
Grenzwert 1. Dann ist fiir V = {B, (z°)|n € N}

Uv=U 8.6 = B
neN
offen.
Insbesondere sieht man an diesen Beispielen, dass nicht einmal die

Abzghlbarkeit von U in Satz 2.3.24.2 und Bemerkung 2.3.25.1 hinreichend
ist.

Mit Hilfe offener Mengen, kann man die Stetigkeit einer Abbildung in mehreren
Variablen gut charakterisieren

Satz 2.3.26. Es sei M C R" und f: M — R*. f ist genau dann stetig auf
M, wenn fiir alle offenen Mengen V. C R* das Urbild f=* (V) ein Schnitt von
M mit einer offenen Menge U des R ist, d.h.

f stetig auf M <= YV C RFIUCR": f*(V)=UNM.
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Bemerkung 2.3.27. 1. Ist M C R"™ eine Teilmenge, dann sagen wir eine
Teilmenge U C M ist relativ offen beziiglich M oder offen in M, wenn
es eine offene Menge V € R” gibt mit U = M NV.

2. Die Menge aller relativ offenen Mengen in M verhalten sich beziiglich
Schnitt und Vereinigung wie offene Mengen.

3. Damit ist f : M — R* genau dann stetig, wenn die Urbilder offener
Mengen relativ offen sind.®

4. ist M C R™ selbst offen, dann ist die obige Charakterisierung der Stetig-
keit ohne den Zusatz "relativ” richtig.

Bemerkung 2.3.28. Jetzt haben wir alles zusammen, um die Konvergenz-
aussagen im Zusammenhang mit Zahlenfolgen und alle dortigen Argumente
wortwortlich oder mit leichter Modifikation zu iibernehmen.

Ebenso konnen wir im Wesentlichen alles, was wir iiber Funktionenfolgen im
Zusammenhang mit gleichméfiger Konvergenz bewiesen haben, auf Abbildun-
gen in mehreren Variablen iibertragen. Dazu miissen wir statt des Betrags die
Norm || - || verwenden.

Typische Beispiele fiir das ”Ins-Spiel-kommen” von Folgen sind neben der
Stetigkeit in Satz 2.3.14 die abschliefenden charakterisierenden Eigenschaften
fiir Offenheit und Abgeschlossenheit.

Satz 2.3.29. 1. M C R" st offen <

Ve e M V(z™) _ CR" lim 2™ =2 3ng Vk > ng : 2 € M

n—oo
2. M C R"™ ist abgeschlossen <=

vz e R"Y(z™) CM:(limz2"™ =z—=zeM).

n—oo

Beweisskizze. e zu 1. = Diesen Beweis fiihrt man direkt.

Zu zeigen: Ist M C R" offen, € M und (z™) mit lim 2™ = 2, dann
n—oo
Ing Yk > ng : 2™ € M.

()Im Rahmen des allgemeinen Topologiebegriffs wird dies zur Definition der Stetigkeit
von Abbildungen zwischen zwei topologischen Riumen
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i) M ist offen und x € M — 6oV < &g : Bs(z) C M
ii) 2 € M und lim 2™ =z = VY6 3IngVk > ng : ¥ € Bs(x)

n—o0
Wegen ii) gilt: Vd < &y gemiB i) Ing Yk > ng : ¥ € Bs(z) € M.

Insgesamt gilt also: Ing Vk > ng : ¥ € M.

e zu 1. <= Diesen Beweis fiithrt man indirekt.

Zu zeigen: M nicht offen — Jx € MEI(x(")),nli_)nolo ™ = xV¥nedk > ng :
x®) & M.

i) Sei also M nicht offen. Dann gibt esx € M NOM # @ — Jx € M Yo3dy &
M :y € Bs(x)
Wiihle nun zu § = + ein y™ € Bi(x) mit y, ¢ M gemiB i). Das gibt eine
Folge (y™) mit
i) y™ ¢ M fiir alle n und
iii) ¥, € Bi(z), d.h. |ly, — 2| < 1, also lim y™ = .

n n—00

Fiir die Folge y™ gilt: zu ng = 1 gibt es ein k > ny mit y® ¢ M — namlich
jedes k erfiillt das.
e zu 2. —> Diesen Beweis fithrt man indirekt.
Zu zeigen: (Elx S R”H(x(")) o © M, lim ™ =21 ¢ M) = M ist
n n—00
nicht abgeschlossen.
i) (™) oy €M, lim ™ =z, d.h. YeIngVk > ng : ¥ € B.()
n n—00

i)z ¢ M, dh. z € M® dh. 2 € 9M oder z € (M)C. Dann gilt in beiden
Féllen Ve dy ¢ M : y € B.(x).

Wegen 1) gibt es also in jedem Ball um x Punkte aus M und wegen ii) Punkte
aus MC. Damit ist 2 € M und damit auch 2 € M. Da nun also 2 € M und
x & M ist M # M, also M nicht abgeschlossen.

e zu 2. <« Diesen Beweis fiihrt man indirekt.

7Zu zeigen: M nicht abgeschlossen = 323(z™) C M, hm ™ =0 g M.

i) Da M nicht abgeschlossen ist, ist OM ¢ M. Sei nun x € OM \ M, also
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insbesondere z & M.
i) z € OM = Vé3y € M : y € Bs(x).

Wihle nun zu § = L ein y™ € Bi(x) mit y™ € M gemé8 ii). Die so erhaltene
Folge (y™) erfiillt

iii) fly™ — 2| < 1, dh nli_)rgloy(”) =z und
iv) y™ € M fiir alle n

i), iii) und iv) ist genau das, was die Folge erfiillen muss. O

2.3.5 Exkurs: Topologie

Die zwei Eigenschaften aus Satz 2.3.24 zusammen mit Beispiel 2.3.21.1 benutzt
man als Basiseigenschaften fiir die folgende allgemeine Definition:

Definition 2.3.30. Es sei M eine beliebige Menge. Dann heifit eine Familie
T C P(M) von Teilmengen von M eine Topologie auf M, wenn folgende drei
Punkte erfiillt sind:

e O MecT,
e die beliebige Vereinigung von Elementen aus 7 ist in 7T,

e der Schnitt endlich vieler Elemente aus 7 ist in 7.

Die Elemente aus 7 nennt man offenen Mengen der Topologie.

Beispiel 2.3.31. 1. Die im vorigen Abschnitt eingefiihrten offenen Mengen
des R™ bilden eine Topologie auf dem R"™. Diese wird durch die offenen
Bélle erzeugt und heifit die natiirliche Topologie des R"™, siche Bemerkung
2.3.22.5.

2. Essei ACR" und 7 := {ANU|U C R"}. Dann ist T eine Topologie
auf A. Sie heifit die von der natiirlichen Topologie auf R" induzierte
Teilraumtopologie oder Relativtopologie, siehe auch Bemerkung 2.3.27.

Eine ganze Klasse weiterer Beispiele fiir Topologien auf dem R"™ erhélt man
wie folgt:
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Beispiel 2.3.32. Essei A C R" und Ty ={U C R"|U = @ oder A C U}.
Dann ist 7 eine Topologoie auf R"™. Zwei wichtige Spezialfille sind

o Trn = {9, R"} (Klumpentopologie)

o T =P(M) (diskrete Topologie)

Eine Topologie auf einer etwas abstrakteren Menge erhélt man wie folgt.
Beispiel 2.3.33. Sei M := (R x {~1}) U (R x {1}) € R? und ~ die durch
(x,t) ~ (y,8) <= vz=yAs=tANxy#0

definerte Aquivalenzrelatiqn. Weiter sei 7 : M — M die natiirliche Projektion,
die jedem Element aus M die zugehdrige Aquivalenzklasse zuordnet. Wir
bezeichnen die Aquivalenzklassen als

[z] .= m(x,1) = w(x,0) = {(z,0), (z,1)} fallsz#0,
[0] == 7(0,0) = {(0,0)},
[+] :==(0,1) = {(0,1)}

und es sei M = M/ ~= {[z], 0], [] }w # 0} die zugehérige Aquivalenzklas-
seneinteilung.

Wir nennen eine Teilmenge U C M nun offen, wenn ihr Urbild #~(U) in M
offen ist beziiglich der Relativtopologie im R?:

U C M offen
.= 71 Y(U) ¢ M c R? offen beziiglich der Relativtopologie
Die offenen Mengen sind somit von einem der folgenden Typen

U={z]|z€V,0¢V,VCR},
U={lz]|zeV,0eV,VCR}U{[«]}.
Definition 2.3.34. Eine Topologie T auf einer Menge M heif$t auf haus-

dorffsch oder Hausdorff-Topologie, wenn sich zwei verschiedene Punkte stets
durch zwei offene Mengen trennen lassen, d.h.

Ve,ye Mx#y UV eT :xcUANyeVAUNV =0.
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Beispiel 2.3.35. 1. Die natiirliche Topologie auf R"™ ist hausdorffsch:
Wihle zu zwei Punkten z # y die offenen Mengen als U = B(x)
und V = B(y) mit € = @.

2. Die Topologie aus Beispiel 2.3.32 ist nur fiir A = @ hausdorffsch: die
dann offenen Mengen {z} und {y} trennen die Punkte = und y.

Fir alle anderen Wahlen von A lassen sich keine zwei Punkte durch
offene Mengen trennen.

3. Die Topologie aus Beispiel 2.3.33 ist nicht hausdorffsch: die Punkte [0]
und [x] lassen sich nicht trennen, aber es lassen sich alle Punkte [z], [0]
fir [z] # [*] und alle Punkte [z], [*] mit [x] # [0] trennen.

2.4 Topologie und Eigenschaften stetiger Abbildungen

Wir werden in diesem Kapitel weitere topologische Begriffe kennenlernen
und untersuchen wie diese sich unter stetigen Abbildungen verhalten. Wir
werden dabei einige Aussagen der Analysis in einer Variablen wiederfinden
und erweitern.

2.4.1 Zusammenhang

Umgangssprachlich nennt man eine Menge zusammenhéngend, wenn man
sie nicht in zwei Teile trennen kann, bzw. wenn man von jedem Punkt der
Menge durch eine Verbindung jeden anderen erreichen kann. Wir wollen
untersuchen, inwiefern diese Formulierung zu Missverstindnissen fiihren kann.
Dazu prézisieren wir die zwei umgangssprachlichen Formulierungen:

Definition 2.4.1. 1. Eine Menge M C R"™ heifit zusammenhdingend,
wenn sie die folgende Eigenschaft besitzt:

Fiir alle offenen Mengen U,V C R" mit M Cc UUV, UNM # & und
MNV #ggit MNUNV # 2.

2. Eine Menge M C R" heifit wegzusammenhdngend, wenn sie die folgende
Eigenschaft hat:
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Fiir alle z,y € M gibt es einen stetigen Weg w : [a, b] — M mit w(a) = z,
w(b) = y und w([a,b]) C M.

Den zweiten Begriff kann man noch etwas verstarken:

Definition 2.4.2. 1. Eine Menge M C R"™ heilt sternférmig, wenn es
einen Punkt 2° € M gibt, sodass fiir alle Punkte y € M auch die Strecke
zwischen z° und y, also {2° + t(y — 2°) |t € [0, 1]}, ganz in M liegt.

2. Eine Menge M C R™ heifit konvex, wenn sie beziiglich jedes Punktes
in M sternformig ist. D.h. mit allen Punkten z,y € M liegt auch die
Strecke zwischen z und y, also {z +t(y — ) |t € [0, 1]}, ganz in M.

Beispiel 2.4.3. e o und R" sind konvex, sternférmig, wegzusammen-
héngend und zusammenhéngend.

e Die punktierte Ebene R™ \ {0} ist nicht sternformig, nicht konvex, aber
wegzusammenhdngend. Wegen der folgenden Bemerkung 2.4.6 ist sie
auch zusammenhéangend.

Ein wichtiges erstes Beispiel ist anschaulich sofort klar.

Beispiel 2.4.4. M C R ist genau dann zusammenhangend, wenn M ein
Intervall ist.

Der Zusammenhang von Mengen ist mit der Stetigkeit von Abbildungen
vertréglich:

Satz 2.4.5. Ist M C R" zusammenhingend und f : M — RF stetig, dann ist
das Bild f(M) C RF ebenfalls zusammenhdngend.

Mit Beispiel 2.4.4 und Satz 2.4.5 ergeben sich einige direkte Folgerungen:

Bemerkung 2.4.6. 1. Eine wegzusammenhéngende Menge ist auch zu-
sammenhéangend.

2. Eine konvexe Menge ist wegzusammenhéngend, und daher ebenfalls
zusammenhéngend.

3. Da Intervalle konvex sind, sind Teilmengen von R genau dann zusam-
menhédngend, wenn sie wegzusammenhéngend sind.
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Beispiel 2.4.7. Die (offenen und abgeschlossenen) Bélle im R™ sind als
konvexe Mengen zusammenhéngend und wegzusammenhangend.

Es gilt die folgende Verallgemeinerung des Zwischenwertsatzes 1.4.10:

Satz 2.4.8. Es set M C R" zusammenhdingend und f : M — R stetig.
Fir z,y € M sei weiter f(xr) = a und f(y) = b. Dann gibt es fir alle
c € la,b]Ub,a] ein z € M mit f(z) =c.

Bemerkung 2.4.9. Die Aussage 3. in Bemerkung 2.4.6 gilt im R” mit n > 2
nicht mehr: Eine Menge, die zusammenhéngend ist, muss nicht wegzusam-
menhéngend sein:

Die abgeschlossene Teilmenge des R?

M:=M, mit My:={(z,y) €R*|z>0,y=sin(L)}

ist zusammenhéngend, aber nicht wegzusammenhéngend. Zur Begriindung
nutzt man die folgenden Uberlegungen:

e Man weif}, dass My C 0M,. Weiter zeigt man, dass fiir M; := {0} x[—1, 1]
M = MyU M, = 0M,.

Das sieht man, indem man ausnutzt, dass fiir alle —1 < r < 1 und fiir

alle 6 > 0 ein m € N existiert mit ——— < # < § und dass dazu ein

(m+1)m
S [(mil)ﬂ’ (Qmil)w] existiert mit sin(%) =r, also (z,r) € B5((0,r)) N

My. Andererseits ist sin (m) = 41 # r, sodass (mﬂ”) €

Bs((0,7)) N ME. Fiir r = 1 modifiziere man das Argument.

e Inshesondere folgt daraus, dass jede offene Menge, die einen nichtleeren
Schnitt mit M; hat, auch einen nichtleeren Schnitt mit M, hat.

e M, ist als Graph einer stetigen Funktion wegzusammenhéngend und M;
ist als Intervall ebenfalls wegzusammenhéngend.

e Um zu zeigen, dass M nicht wegzusammenhéngend ist, reicht es, zu
zeigen, dass kein stetiger Weg ein beliebiges (x, sin %) € My und (0,0)
verbindet. Géabe es diesen Weg, so zeigt man, dass 0 — 0 die stetige
Ergéinzung von x ~ sin(}) wire, im Widerspruch zu Satz 1.7.11.

T
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e Um zu zeigen, dass M zusammenhéngend ist, nutzt man aus, dass M,
als wegzusammenhéngende Menge zusammenhéngend ist, und dass M;
abgeschlossen ist:

Es seien Uy, Uy C R? offene Teilmengen mit Uy N M # @, Uy N M # @
und M C U; UU,. Dann sind V; := U; \ M; ebenfalls offen und nichtleer,
und wegen der Voriiberlegung ist V; N M, # @ fir j =1, 2.

Dann ist My C (U3 UUs) \ My = V3 U V;. Damit ist My N'Vy NV, #£0,
da M, zusammenhéngend ist. Damit ist aber auch M N U; N Usy als
Obermenge von My NV N Vy nichtleer.

Fiir Teilmengen des R™ gilt jedoch die folgende Aussage

Satz 2.4.10. Eine offene Teilmenge des R" ist genau dann zusammenhdngend,
wenn sie wegzusammenhdngend ist.

Wie wir es schon zum Beweis einiger der vorstehenden Aussagen gemacht
haben, kann man mit dem Vertriglichkeitssatz 2.4.5 auch den Zusammenhang
von weiteren Mengen zeigen.

Beispiel 2.4.11. S,(2°) € R" ist fiir n > 1 zusammenhéngend als Bild der
Abbildung f : Bi(0) \ {0} — S,(2°), f(z) = 2° 4+ riZ;, denn By(0) \ {0} ist
zusammenhéngend und f ist stetig.

2.4.2 Kompaktheit und der Satz von Heine-Borel

Der Halbraum {(z,y)|z € R’y € R""'} C R" ist eine abgeschlossene
Menge genau wie der achsenparallele Quader {:L‘ e R” | |z;| < 1} C R™. Die
erste ist jedoch unbeschrénkt und die zweite ist beschrankt. Diesen Unterschied
wollen wir als nédchstes untersuchen.

Definition 2.4.12. Es sei Y C P(R") eine Familie offener Teilmengen von
R™
e U heift offene Uberdeckung von M C R™, wenn M C |JU.

e Ist U cine offene Uberdeckung von M und U’ C U ebenfalls, so heifit U’
eine Teiliiberdeckunyg.
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o Ist U = {Uj, U, ..., Uy} eine offene Uberdeckung von M, so heifit U
eine endliche Uberdeckunyg.

Beispiel 2.4.13. U := {B,(0)| 0 < r < 1} ist eine offene Uberdeckung von
By (0).

e Die folgenden Teilmengen von U sind Teiliiberdeckungen von B;(0):

UD{B(0)|3<r<1}D>{B.(0)|r=3,1} > {B(0)},

4
wobei die letzten beiden endliche Teiliiberdeckungen sind.

o U :={B,(0) | 0 <r <1} CU ist ebenfalls eine Teiliiberdeckung von
By (0). Diese besitzt jedoch keine endliche Teilitberdeckung.

Definition 2.4.14. Eine Teilmenge M C R" heifit kompakt, wenn jede offene
Uberdeckung von M eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Auch dieser Begriff ist mit stetigen Abbildungen vertraglich:

Satz 2.4.15. Ist M C R™ kompakt und f : M — RF stetig, so ist auch
f(M) C R* kompakt.

Bemerkung 2.4.16. 1. Die Kompaktheit hilt nun die eingangs beschrie-
benen Mengen auseinander, denn es gilt:
Ist M C R™ kompakt, so ist M auch abgeschlossen und beschrénkt.
2. Umgekehrt ist das auch richtig, siehe Satz 2.4.17, aber nicht klar. Es gilt
jedoch zunéchst:
Es sei M C R™ kompakt und M" C M. M’ ist genau dann kompakt,

wenn M’ abgeschlossen ist.

Satz 2.4.17 (Satz von Heine-Borel). Eine Teilmenge M C R ist genau dann
kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist.
Der Beweis benotigt das folgende fundamentale Beispiel, das wir deshalb als

Satz formulieren:

Satz 2.4.18. Die abgeschlossenen Bdlle im R™ sind kompakt.
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Im Beweis zu Satz 2.4.18 haben wir nicht explizit die verwendete Norm
erwahnt, mit Hilfe derer die Bille definiert sind, sondern nur ihre Stetigkeit
verwendet. Da jede Norm auf dem R” stetig ist, ist der Satz somit ebenfalls
richtig, wenn wir die euklidische Norm durch eine beliebige andere ersetzen.
Als Konsequenz erhalten wir die folgende Aussage.

Folgerung 2.4.19 (Aquivalenz von Normen). Im Zahlenraum R” sind alle
Normen im folgenden Sinne dquivalent: Sind || - ||; und | - ||2 Normen auf dem
R™, so gibt es positive Zahlen ¢, C', sodass fiir alle x € R"

cllzlly < lzflz < ]l
Benutzen wir fiir eine Argumentation eine Norm, so ist es egal, fiir welche wir
uns entscheiden!
Aus der Kompaktheit ergeben sich einige interessante Eigenschaften fiir stetige
Funktionen.

Satz 2.4.20. 1. Es ses M C R" kompakt und f : M — R eine stetige
Funktion. Dann ist f beschrdankt.

2. Es set M C R"™ kompakt und f : M — R eine stetige Funktion. Dann
nimmt f auf M ihr Maximum und ihr Minimum an, vgl. Satz 1.4.13.

3. Es sei M C R" kompakt und f : M — RF eine stetige, injektive
Abbildung. Dann ist f~': f(M) — R"™ ebenfalls stetig.

4. Es sei M C R™ kompakt und f : M — RF eine stetige Abbildung. Dann
st f bereits gleichméfig stetig, d.h.

Ve>036>0Ve,ye M: (Jl —y|| <d= | f(z)— fly)]| <e).

Die folgende Aussage lidsst sich auch elegant mit Hilfe der Kompaktheit
beweisen.

Satz 2.4.21. Es seien M C RF und I = la,b] C R ein Intervall. Die Funktion
f:MxI— R sei stetig. Dann ist auch f: M — R mit

b
f(z) = / f(x,t)dt

stetig.
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Zum Abschluss wollen wir auch die Kompaktheit mit Hilfe von Folgen charak-
terisieren.

Definition 2.4.22. Eine Menge M C R"™ heiit folgenkompakt, wenn jede
Folge (2™),en in M eine konvergente Teilfolge besitzt, deren Grenzwert
ebenfalls in M liegt.

Satz 2.4.23. Die kompakten Teilmengen von R sind genau die folgenkom-
pakten Mengen.

Beweisskizze. Im Beweis nutzen wir den Satz von Heine Borel und zeigen,
dass eine Menge M C R"™ genau dann folgenkompakt ist, wenn sie beschréinkt
und abgeschlossen ist. O

Einen Teil des Beweises wollen wir hier noch einmal herausstellen:

Satz 2.4.24 (Satz von Bolzano-Weierstra$l). Jede beschrinkte Folge im R™
besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweisskizze. Es sei (x(”)) eine beschriankte Folge. Dann sind insbesondere

auch alle Komponentenfolgen (x(")) beschrinkt. Starte mit (xgn)) und wiihle

gemaB Satz 1.2.51.2 eine konvergente Teilfolge (ng 1("))). Damit haben wir die

Teilfolge (x(f 1("))) von (x(")), deren erste Komponente konvergiert. Betrachte

(x(2f 1("))) und wihle genauso dort eine konvergente Teilfolge (xg(f zof 1)(”))).

(xg(f 20f 1)(”))) eine Teilfolge von (ng ! (n))) und besitzt den gleichen

nun

Dann ist auch
Limes. Wir haben damit insgesamt die Folge (x((f2°f 1)(”))), von der die erste

und zweite Komponente konvergiert. So erhélt man induktiv eine konvergente
Teilfolge (z((no-2/0()) der Folge (™). -

Bemerkung 2.4.25. 1. In der Formulierung von Satz 2.4.23 spielt der
Zahlenraum R"™ eine zentrale Rolle. Die Aussage ist in allgemeinen
topologischen Raumen nicht richtig: Es gibt folgenkompakte Mengen,
die nicht kompakt sind, und umgekehrt.

2. Allerdings kann man den Beweis von Satz 2.4.23 abéndern, sodass er
in jedem metrischen Raum giiltig bleibt, sieche dazu auch Bemerkung
2.4.31.

Zum Abschluss diskutieren wir noch eine anschaulich sofort einzusehende
Tatsache.
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Bemerkung 2.4.26. Zwei Teilmengen K C R* und L C R’ sind genau dann
kompakt, wenn dies fiir ihr Kreuzprodukt K x L C R*** gilt.

Das folgt direkt aus Satz 2.4.17 oder aus Satz 2.4.23.

Moéchte man nur Definition 2.4.14 zur Begriindung zuriickgreifen, so folgt 7 <="
aus Satz 2.4.15 und der Tatsache, dass die Projektionen 7% : R¥+ — R*
und 7 : R¥ — RY stetig sind.

Fiir "=" startet man mit einer offenen Uberdeckung von K x L und zeigt
zunichst, dass die Projektionen davon auf die beiden Faktoren dort offene Uber-
deckungen liefern — dazu nutzt man etwa, dass 7® (BF*(20)) = BF(7(¥)(20))
ist. Nach Auswahl zweier endlicher Teiliiberdeckungen von K und L liefert
das schlieflich eine endliche Teiliiberdeckung von K x L.

2.4.3 Der Banachsche Fixpunktsatz

Viele der oben definierten Begriffe (Kugeln, offen, abgeschlossen, beschréinkt,
Folgen und Konvergenz, Kompaktheit = Folgenkompaktheit=—- Abgeschlos-
senheit und Beschrénktheit, Abbildung, Stetigkeit = Folgenstetigkeit) in den
beiden letzten Kapiteln konnen wir direkt auf allgemeinere Klassen von Raum-
en einfithren. Es lassen sich allerdings nicht alle Siatze und Eigenschaften
iibertragen. Das betrifft insbesondere diejenigen, wo man explizit benutzt hat,
dass in dem zugrundeliegenden Raum R"™ das n endlich ist.

Definition 2.4.27. Es sei (B, || - ||) ein normierter Vektorraum. B heifit
Banachraum, wenn er wvollstindig ist, d.h, wenn in B jede Cauchy-Folge
konvergiert.

Beispiel 2.4.28. 1. R™ ist ein Banachraum.

2. Essei £ = {(zn)nen | vk € R} der Vektorraum aller reellen Zahlenfolgen.
Weiter sei

||l : ¢ > RU{oo} mit |[(z)]e = 8161111\)I |z, |
Dann ist die Menge *° := {(Zy)nen | ||(zn)]|0 < 00} aller beschréankten
Zahlenfolgen mit der Norm || - ||« ein Banachraum

Bemerkung 2.4.29. In einem allgemeinen Banachraum muss der Satz von
Heine-Borel 2.4.17 nicht gelten. Zu dessen Beweis hatten wir eine Induktion
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iiber die endliche Dimension der abgeschlossenen Einheitskugeln gemacht
und so gezeigt, dass diese kompakt sind. Dieser Beweis ldsst sich auch nicht
reparieren, wie das folgende Beispiel zeigt:

In ¢ ist die abgeschlossene Einheitskugel nicht (folgen)kompakt. Das sieht
man am besten, indem man eine Folge in £*° (also eine Folge von Folgen)
konstruiert, die keine konvergente Teilfolge hat. Hier ist das etwa die Folge

k-te Stelle
—

(en>ne]N mit ek:(O,...,O,l,O,...) €.

Jede Teilfolge (ef(n)) erfiillt |[esm) — efim)llc = 1 fiilr m # n und kann somit
keine Cauchy-Folge sein. Insbesondere ist sie dann aber auch nicht konvergent.

In einem Banachraum gilt die folgende Aussage, von der wir schon eine
Variante in Satz 1.4.39 kennengelernt haben.

Satz 2.4.30 (Banachscher Fixpunktsatz). Es sei M C B eine nichtleere,
abgeschlossene Menge des Banachraums (B, | - ||). Weiter sei f: M — M
eine Abbildung, fir die es eine Zahl L < 1 gibt, mit

1/ () = FW)l < Lllz =yl

Dann gilt

1. Die Abbildung hat einen eindeutigen Fizpunkt x* € M, das heifst f(x*) =

*

xT.

2. Dieser lisst sich als Grenzwert der rekursiv definierten Folge (x™),ex
berechnen mit 2 .= f(2* =) fiir k > 1 und (%) € M beliebig. Es gilt

dabei
(a) I1e® — 2% < I a®D — 27|,
k
(0) o — o) < T2 [0 — 2O
(¢) a® — 2" < —Z a® — 2D
—1—-1L

Bemerkung 2.4.31. Die Aussage des Banachschen Fixpunktsatzes bleibt
auch fiir eine groflere Klasse von Rédumen richtig. Man benotigt in seiner
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Formulierung und in der Konstruktion der notwendigen Begriffe die Norm gar
nicht, sondern lediglich den Begriff des Abstandes zweier Punkten.

Ein Raum M mit einer Abbildung d : M x M — R=° heifit metrischer Raum,
wenn

o d(z,y) =0 <= z =y,
e d(x,y) =d(y,x) fir alle z,y € M, und
o d(x,y) <d(z,z)+d(z,vy) fir alle z,y, z € M.
Insbesondere ist jede normierte Raum durch dj (z,y) := ||z —y|| ein metrischer

Raum.

In metrischen Rdumen kann man nun den Begriff der Folge, Konvergenz,
Cauchy-Folge und damit Vollstdndigkeit analog zu unserem Vorgehen defi-
nieren. Ebenso kann man Stetigkeit zwischen metrischen Rdumen und die
topologischen Begriffe einfithren — Bélle werden nun mit Hilfe der Metrik d
definiert: B,(2°) = {z € M |d(z,z°) < r}.

Der obige Fixpunktsatz bleibt also auch richtig, wenn man einen vollstdndigen
metrischen Raum als Grundlage nimmt und an alle Stellen, an denen die Norm
benutzt wird, diese durch die Metrik ersetzt: z.B. lautet die Lipschitzbedingung
nun

d(f(x), f(y)) < Ld(z,y).

2.5 Differenzierbare Abbildungen des Zahlenraums

2.5.1 Richtungsableitung und partielle Differentiation

Fiir Abbildungen f : I — R", die auf einem Intervall I C R definiert sind,
haben wir schon eine naheliegende Erweiterung der Differentiation eingefiihrt,
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siehe Definition 2.2.53. Wir werden diese nun benutzen um einen Begriff der
Ableitung fiir Abbildungen von R” nach R™ einzufiihren.®

Es sei U C R" offen, f : U — R* eine Abbildung und 2° € M. Sei weiter
v € R™ ein beliebiger Vektor. Dann gibt es ein € > 0, sodass Bej,(z") C U.
Das definiert eine Abbildung

fo:]—€ € — RF, fro,(t) = (2 +tv).

Definition 2.5.1. Es sei M C R" offen, f : M — R* eine Abbildung,
2% € M ein innerer Punkt,’) v € R™ und € > 0 derart, dass 2° + tv € M fiir
—e < t < e. Existiert nun (f0,)(0) so heilt f in Richtung v differenzierbar
und wir schreiben

va(xo) = (faco,v>,(0>

und nennen dies die Richtungsableitung von f in Richtung v.

Im kartesischen Koordinatensystem gibt es ausgezeichnete Richtungen: die
Koordinatenrichtungen. Wir bezeichnen die Einheitskoordinatenvektoren
mit ey, eq,...6€,.

Definition 2.5.2. Essei M C R", f: M — RF und 2° € M.

e Existiert in 2° die Richtungsableitung in die Koordinatenrichtung e; so
schreiben wir

Dejf(xo) =: D;f(z°) = %(mo) :

Wir nennen dies die j-te partielle Ableitung von f in a°.

e Existieren in 2° die Richtungsableitung in alle Koordinatenrichtungen,
so sagen wir f ist in 2° partiell differenzierbar.

o Wir sagen f ist partiell differenzierbar, wenn f dies in allen Punkten
aus M ist

()Da in diesem Kapitel die lineare Algebra ein wichtige Hilsmittel sein wird, werden
wir nun wieder dazu iibergehen, Elemente des Zahlenraums R"™ als Spaltenvektoren zu
schreiben.

(Im Folgenden schreiben wir nur z° € M und setzten im Zusammenhang mit partieller
Differentiation stets voraus, dass z° ein innerer Punkt ist.
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Bemerkung 2.5.3. 1. Schreiben wir fiir M C R" die Funktion f: M —

R* als f(z1,...,,), so ist
of ,
S (a) = (t»—)f(m?,...,x? . ]+t,xj+1,...,xn)) (0)
J
!
= (5= S0yl e ) ().

Das heif3t praktisch: Wir erhalten die j-te partielle Ableitung, indem
wir in f alle Variablen aufler der j-ten festhalten und die so erhaltene
Abbildung in einer Variablen ableiten.

fi
2. Ist f=| : | : M — R* mit M C R"” gegeben durch seine Koordina-
Ji
tenfunktionen und ist f in 2° € M partiell differenzierbar, so ist
ofi
5 (%)
=]
0
N %@ )
aﬂﬁj

5 .
o P . [ z*y+zsin(z) .
Beispiel 2.5.4. Fir f: R® — R mit f(z,y,2) = (y cos(z) + € 1 1) ist

Yo sin(zg) + €

aj:( 2) = (onyo + 2o cos(xo)) 7

o

of

Ay =-(0, Yo, 20) (cos(xo
0

0

Definition 2.5.5. Es sei f : M — RF mit M C R™ in 2° € M par-

)
)
(fl

tiell differenzierbar. Die Matrix, deren Spalten aus den partiellen Ableitungen
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besteht, also

Dy
of of 0xy " Oz,
Df(z°) = (—(xo) (x0)> = ; f € M, xR,

e, o af. o
k/ 0 kK, 0
pr (”) ... _3xn(x )

heifit Funktionalmatriz von f in x°.

Bezeichnung 2.5.6. Ist f : M — R eine partiell differenzierbare Funktion
auf M C R", so ist die Funktionalmatrix ein Zeilenvektor. Das transponierte
davon ist ein Spaltenvektor und diesen bezeichnen wir als den Gradienten von
f. Wir schreiben in diesem speziellen Fall

of

ox1

grad(f) := (D)7 = | :
of

OTn

Speziell in der Physik sind Funktionen in mehreren Verénderlichen die natiir-
lichen Objekte und der Gradient dort die gebriduchliche Notation. Wir werden
spater noch sehen, dass der Gradient auch eine geometrische Interpretation
besitzt.

Fiir eine partiell differenzierbare Abbildung f : M — RF lisst sich fiir jede
Komponentenfunktion der Gradient bestimmen. Mit Hilfe dieser Gradienten
gilt dann

grad(fl)T
Df = : und
grad(f)"

2

2
Beispiel 2.5.7. 1. Essei f(z,y) = (x Qxyy ), dann ist

e = (o). Hwan= ()

Df(z,y) = (3‘;’ ;iy) :

also
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2. Es sei V(x,y,2) = ———1—. Dann ist

/ x2 +y2 +Z2

8

1
(22 4+ 2 + xQ)% 5

grad(V)(z,y, 2) =

<

und ||grad(V)|| = V2.

Definition 2.5.8. Es sei f : M — RF partiell differenzierbar und alle parti-
ellen Ableitungen % : M — RF seien selbst wieder partiell differenzierbar.
J

Dann schreiben wir fiir die zweiten Ableitungen

e 2(#)
Or0r; Oz

Dies sind kn? viele Funktionen auf M. Wir ordnen die zweiten partiellen
Ableitungen in einer n x n-Matrix an, und nennen diese die Hessematrix H f
von M. Thre Komponenten sind

T
8%8% '

Die Eintrage dieser Matrix sind selbst Abbildungen auf M mit Werten in
R*. In dem speziellen Fall £ = 1, also f : M — R, sind die Eintréige der
Hessematrix H f reelle Funktionen und daher H f(x) € M, R fiir alle x € M.
Wenn die hoheren partiellen Ableitungen existieren, dann schreiben wir in-
duktiv

Hf;j =

R e ),
Or;,...0r;, Oxy ’

Satz 2.5.9 (Lemma von Schwarz). Es sei M C R" und f : M — RF.

. ‘ . . ‘ 2 2p
Existieren die zweiten partiellen Ableitungen 8_ I und a, I in einer offenen
Ox;0x; Ox;0x;

Umgebung von x° und sind diese stetig in 2°, dann gilt
Pf o Of
O0x;0z; N Oz ;0x;

das heifit, dass in diesem Fall die Rethenfolge der Ableitungen keine Rolle
spielt.

(z"),

(x
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2.5.2 Das totale Differential

Im ersten Abschnitt haben wir die Differentiation von Abbildungen in mehre-
ren Variablen auf die Differentiation in einer Variablen zuriickgefiithrt. Wir
wollen als néchstes den Ansatz aus Satz 1.5.5, also die lineare Approximation,
auf unsere allgemeine Situation verallgemeinern. Wir werden anschlielend
untersuchen, wie diese mit der partiellen Differentiation zusammenhéngt.

Definition 2.5.10. Es sei M C R" und f : M — R*. Die Abbildung f
heifit total differenzierbar im Punkt 2° € M C R", wenn es eine Matrix
VU0 € M, ;R und eine in 2° stetige Abbildung 7,0 : M — R* mit 7,0 (2°%) =0
gibt mit

f(x) = f(2°) + Wpo(z — 2°) + 100 () ||z — 2°|| fiir alle x € M .
Die Matrix bzw. lineare Abbildung W,o heiflt das totale Differential der
Abbildung f im Punkt °.
Analog zu Satz 1.5.5 erhalten wir hier auch eine weitere Charakterisierung

der totalen Differenzierbarkeit

Bemerkung 2.5.11. Die Funktion f : M — R* ist genau dann in 2° € M C
R™ total differenzierbar, wenn es eine in 20 stetige matrixwertige Abbildung
U: M — M,;R gibt mit

f(z) = f(2%) + ¥ () (@ — o)
fiir alle z € M. Es gilt dann W (zo)(7) = ¥,0(7) fiir alle 7 € R™.

Beweisskizze. Fiir "=—" definiere ¥(z) := ¥ 0 + foxourxo (z)(z—2°)" und

fir 7«<=" definiere r o (z) := m (\i/(x) - \i/(xo)) (z—2°) und W o := W(20).
U

Bemerkung 2.5.12. Wenn z° ein Haufungspunkt vom M ist, dann gibt es
die folgende zu Definition 2.5.10 dquivalente Formulierung: f ist genau dann
in 2° total differenzierbar, wenn eine linearen Abbildung ¥,o : R® — R gibt
mit

) 1

lim, - (f(2) = f(2") = Vo (& = 2%))

z—20 HI‘ — .%'OH
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vergleiche auch mit Bemerkung 1.5.6.
Hier sehen wir, dass eine Abbildung genau dann total differenzierbar ist, wenn
alle Komponenten total differenzierbar sind:

e Sind U, U0 und r,0 die Abbildung zu f in 2°, dann sind ;o 0, mj0 W0

und 7; o 7,0 diejenigen zur Komponentenfunktion f; in z°.

e sind \i/j, W, 0 und 7;,0 die Abbildungen zu f; in 2%, dann sind U =
\i’l qjl,mo 71,0
N R : und 7,0 = : diejenigen zu f in z°.
\i/k \Ijk,:co T',a0

Folgerung 2.5.13. Fiir Abbildungen f : R D M — R*, d. h. fiir Wege,
sind die Konzepte ”komponentenweises Ableiten” geméafl Definition 2.2.53 und
"totale Differentiation” geméafl Definition 2.5.10 dquivalent.

Bemerkung 2.5.14. Es sei A € M, ;R eine k x n-Matrix und L : R* — R*
mit L(z) = Ax die zugehorige lineare Abbildung. Dann wissen wir, dass L
stetig ist, da alle Komponentenfunktionen von L Polynome vom Grad 1 sind.

Eine lineare Abbildung L heifit beschrdnkt, wenn es eine Zahl A > 0 gibt mit
|Az|] < A||z||. Dabei ist es unerheblich, welche Norm wir hier zugrunde legen.

Es gilt nun

o Listin 20 = 0 stetig <= L ist in jedem Punkt stetig.

e [ ist beschrinkt <= L ist Lipschitz-stetig <= A ist stetig.
Diese Aussagen sind auch wahr, wenn man statt R™ und R¥ beliebige normierte
Vektorrdaume zugrunde legt.
In endlichdimensionalen Vektorrdumen, also inshesondere in der vorliegenden
Situation, haben wir sogar:

e Jede lineare Abbildung ist beschrankt und daher stetig.

Nutzen wir die euklidische Norm, so erhalten wir

[Az|* _ (z, ATAx)

Izl (z,2)

= RATA(;U> < )\max .
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wobei Amax der grofite Eigenwert von AT A ist.() Es gilt somit die Beschrinkt-
heit ||Az|| < vV Amax|lZ|-

Die Zuordnung A — || A|| := v/Amax ist gerade die Matrixnorm beziiglich der
euklidischen Norm in Urbild- und Bildraum, da die Abschitzung fiir einen
normierten Eigenvektor von AT A zum Eigenwert A\p.. angenommen wird.
Diese Matrixnorm heiflit auch Spektralnorm und A, der Spektralradius von
AT A. Ein paar mehr Details zu Normen und Matrixnormen sind in Kapitel
2.8.1 zusammengetragen.

Analog zu der Situation reeller Funktionen in Folgerung 1.5.7 erhalten wir
hier:

Folgerung 2.5.15. Ist 2° €¢ M C R® und f : M — R* in 2° total differen-
zierbar, dann ist f in 2° stetig.

Beweisskizze. Wir nutzen die Stetigkeit von x +— W o(z) und x +— 7po(z) 1=
reo(z)||z — 2°]] in 2° und die Abschiitzung
1f () = F@)| < [[Wa0(z) = Cao (2°)[] + [[Fa0 () — Foo (2°)]] - 0
Beispiel 2.5.16. Es sei A = (A4;;)1<i<k € M, ;R eine Matrix und f: R* —
1<j<n
R* mit f(z) = A - z. Fiir f existieren simtliche partiellen Ableitung und es
gilt

of Ay
@) =1 : |, also Df(a")=A.
8xj
Ay,
f ist sogar in alle Richtungen differenzierbar mit Richtungsableitung
/
D,f(z") = (t = f(2° +tv) = A2 + tAv) (0) = Av.
Auflerdem ist f wegen
f(x) = f(zo) + A+ (x —2”)

total differenzierbar mit ¥, 0 = A und r,0 = 0. Wir kénnen auch sagen: Lineare
Abbildungen haben eine konstante Ableitung.

() Als symmetrische positiv-semidefinite Matrix besitzt AT A nur nicht-negative Eigen-
werte, und es gilt Apin < Rar4(2) < Apax- Die Funktion Ryr 4 heifit auch der Rayleigh-

Quotient der Matrix AT A.
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Ein erster Zusammenhang zwischen totaler Differenzierbarkeit und partieller
Differentiation bzw. Richtungsableitung ergibt sich wie folgt:

Satz 2.5.17. Ist f : M — R* in einem inneren Punkt 2° € M C R total
differenzierbar, dann existieren alle Richtungsableitungen von f in 2° und es
qgilt

D,f(2°) = W,0(v) = Df(a") - v.

Bemerkung 2.5.18. Die Umkehrung von Satz 2.5.17 ist in der Regel falsch,
wie das folgende Beispigl zeigt:
x
Es sei f(z,y) — 4 22 i " falls (z,y) # (0,0)‘
0 falls (z,y) = (0,0)
Fiir diese Funktion existieren zwar alle Richtungsableitungen, sie ist jedoch
nicht total differenzierbar:

e Die Richtungsableitung in (0, 0) in Richtung v = (vy, v2)7 ist

Dy £(0,0) = Tim ~(f(tv) — £(0,0)) = lim?

t—0 t t—0 v% —+ t2U§

e Da die Richtungsableitungen durch v — D, f(0,0) = 0 gegeben sind,
definieren sie eine lineare Abbildung.

Wire f in (0,0) total differenzierbar, so ware — wegen Satze 2.5.17 —
VU (9,0) = 0 und es gébe noch eine Restfunktion 7y ), die stetig in (0,0)
wére mit dem Funktionswert 7 gy = 0.

Sei nun (v, )pen eine beliebige Nullfolge und wir betrachten die gegen
(0,0) konvergierende Folge (a2, a”))nelN in R?. Fiir diese gilt jedoch —
im Widerspruch zur Stetigkeit von 7o) —

f(arzw an) - f(07 0) - \11(070)(0,72,“ an)

lim 70 (a2, a,) = lim

n—00 n—yoo0 1z, an)]|
5
— lim “;i — lim i
n—oo /a741 + a% n—oo an /a% + 1
1 1
= lim ———— == £0.

noeo 2. /a2 +1 2
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Das Beispiel aus der vorigen Bemerkung hat die besondere Eigenschaft, dass
die Eintrdge der Funktionalmatrix nicht stetig sind. Die partiellen Ableitungen
sind

of 5 yt—a? of 5 3% —y!

— =y, =1y .

or Y (22 + yh)? Ay Yy (22 + yh)?

Beide sind in (0,0) nicht stetig. Betrachte dazu %(s, 0) und g—i(O, s) sowie

3—5(5,0) und 2—5(52,5).

Der folgende Satz zeigt uns nun, dass genau diese fehlende Stetigkeit die
Eigenschaft ist, welche die totale Differenzierbarkeit verhindert:

Satz 2.5.19. Es sei M C R™ und f : M — RF. Auf M sei f partiell
differenzierbar und die partiellen Ableitungen seien in xqy stetig. Dann ist f in
xo total differenzierbar.

Die folgende Situation ist die, die bei uns in der Regel vorliegt.

Folgerung 2.5.20. f : M — R" ist genau dann in jedem Punkt aus M C R"
total differenzierbar mit stetiger Ableitung x +— W,, wenn [ partiell diffe-
renzierbar ist mit stetigen partiellen Ableitungen. Wir kénnen auf offenen
Mengen sagen:

Die stetig total differenzierbaren Abbildungen sind genau die partiell
differenzierbaren Abbildungen mit stetigen partiellen Ableitungen.

In dieser Situation sagen wir kurz: f ist stetig differenzierbar.

Wir beweisen nun die iiblichen Ableitungsregeln, vergleiche dazu Satz 1.5.8
und Satz 1.5.10.0)

Satz 2.5.21 (Kettenregel). Es seien M C R", N C R*, f: M — RF mit
f(M) C N und g : N — RF. Weiter seien f in 2° € M und g sei in f(x°)
total differenzierbar. Dann ist auch go f: M — R’ in 20 total differenzierbar
und es gilt

D(go f)(z°) = Dg(f(z")) - Df(2°).

OWir werden ab jetzt die lineare Abbildung ¥ 0 mit Df(z°) bezeichnen, auch wenn
keine explizite Matrixdarstellung von W, o gemeint ist.
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Satz 2.5.22. Fs sei M C R™ und fi, fo : M = R*, g : M — R seien in 2°
total differenzierbar. Dann gilt:

1. fi+ fo: M — RF ist total differenzierbar in x° mit
D(fi+ fo)(a”) = Dfi(2) + D fo(a?).
2. gfi: M — RF ist total differenzierbar in x° mit

D(gf1)(") = fi(z") - Dg(") + g(2°) - Dfu(2").

Beweisskizze. Zu 1.: Wir setzen die totale Differenzierbarkeit von f; und fs
ein und erhalten fi(x) + fo(z) = f1(2°) + fo(2%) + (2 — 2°) + r(z)||z — 2°|
mit
Uz —2%) = (U + ¥y)(z — 2), r(z) == r(x) 4+ ro(x)
z—z0

und r(x) —— 0.
Zu 2.: Wir setzen die totale Differenzierbarkeit von f; und ¢ ein und erhalten

g9(@) fi(z) = g(2°) f1(2°) + ¥(z — 2°) + r(2)[]z — 2°|| mit
U(x —2%) = g(a®) ¥ (x — 2°) + Uy (z — 2°) f1(2°)
und

r(z) = ra(20) (f(2") + i(z — 2°)) + (9(2°) + W2(z — 27)) 1 ()

. z—z0
mit r(z) —— 0. O

Eine Verallgemeinerung der Produktregel aus Satz 2.5.22.2 ist durch die
folgende Aussage gegeben:

Satz 2.5.23. Es secien f : M — R¥ und g : M — R’ in 2° € M total
differenzierbar und B : RF x RY — R™ sei eine bilineare Abbildung. Dann ist
auch

h:M—R™ mit h(z):=B(f(z),9(x))
in 20 total differenzierbar mit

Dh(z°) v = B(Df(z°) - v,9(z")) + B(f(z"), Dg(z°) - v) .
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Bemerkung 2.5.24. e Fiir den Beweis von 2.5.23 benétigen wir neben
der Norm fiir die linearen Abbildungen auch eine Norm fiir die bilineare
Abbildung B. Dies klappt analog zu den Normen linearer Abbildungen,
sieche Anhang 2.8.1.

e Wir konnen einerseits die Produktregel aus Satz 2.5.22.2 als Folgerung
aus Satz 2.5.23 betrachten. Dazu nehmen wir m = ¢ und £ = 1 und
wéhlen B als gewOhnliche skalare Multiplikation.

Andererseits konnen wir Satz 2.5.23 auch mit Hilfe von Satz 2.5.22
beweisen. Dazu betrachten wir die Komponentenfunktionen By, ..., B,,
von B. Dies sind dann gewdhnliche bilineare Abbildungen von R* x RY —
R. Sie besitzen beziiglich der Standardbasen eine Matrixdarstellung

(BI*)1<r<k, sodass mit Hilfe der Komponentenfunktionen fi,..., fx von
1<s<4

fund gq,..., g, von g gilt:

k YA
> > B frgs

r=1s=1

B(f,g) = : ,
k V4
> > By fegs

r=1s=1
worauf wir nun 2.5.22 anwenden konnen.

Beispiel 2.5.25. Einen wichtigen Spezialfall liefert das euklidische Skalar-
produkt. Wir wihlen dazu & = ¢, m = 1 und B = (-,-). Dann gilt mit

(fLo)y=f"-9=9"-f
D(f"-g)=g-Df" + f"- Dyg.

Folgerung 2.5.26. Ist h : M — R* in 2° total differenzierbar, so ist auch
% : M — R total differenzierbar in 2° mit

1 1

D(;) (@) = =55 Dh(a").

7)) = e Dhia”)

Zum Beweis schreiben wir % = qoh, wobei ¢ : R* — R mit ¢(t) = %, und
wenden die Kettenregel an.

Satz 2.5.27. Es sei M C R"™ und f : M — R" sei injektiv und in 2° € M
total differenzierbar. f=': f(M) — R™ ist genau dann im Punkt f(z°) total
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differenzierbar, wenn f~' in f(2°) stetig ist und det (D f(z°)) # 0. In diesem
Fall ist

_ -1
D(f7)(f(") = (D)
Fiir stetig differenzierbare Funktionen formulieren wir eine Variante des Mit-

telwertsatzes als Folgerung aus seiner eindimensionalen Variante.

Satz 2.5.28. Es set M C R"™ und f : M — R" stetig differenzierbar. Weiter
seien ° € M und v € R" derart, dass die Strecke {z° +tv |t € [0,1]} ganz in
M werlauft. Dann gilt

1. f(2" +tv) — f(2°) = (/1 Df(z° + tv) dt> ‘v
0
2. 1f(@” +v) = f@)I < Lollv]| mit Lo = mnax IDf (2" +tv)l].

3. Ist M konvex und kompakt, so folgt daraus ||f(x) — f(y)|| < Lljz — y||
mit L = || Df|| = max,ep ||Df(x)||. Insbesondere ist f in diesem Fall
Lipschitz-stetig.!)

Abschlieend schauen wir uns noch eine Beziehung zwischen (partieller) Diffe-
rentiation und Integration an.

Satz 2.5.29. Es seien I C R und J = [a,b] C R Intervalle. Die Funktion
[ IxJ—= R seu stetig und in der ersten Variable partiell differenzierbar,
sodass % - I x J — R stetig ist. Dann ist auch f : I — R mit

flx) = / fx,t)dt

differenzierbar mit

Wir schreiben fiir die Konstanten Lo und L auch kurz ||Df|| und meinen damit eine
Kombination aus Supremumsnorm und Matrixnorm. Dabei sollte aus dem Kontext klar
sein, iiber welche Menge das Supremum gebildet wird.
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2.5.3 Der Satz iiber implizite Funktionen und der Umkehrsatz

Eine Moglichkeit Funktionen graphisch darzustellen, ist die Angabe von Hohen-
mengen, siche Abbildung 2.5.1. Schauen wir uns fiir f(z,y) = 2?—2y*—2zy—4

Abbildung 2.5.1: Héhenlinie Hy 15 von f(z,y) = 2? — 2y* — 22y — 4

die Hohenlinie H;_15 = {(z,y) € R?*| f(x,y) = —15} an und darin einen
Punkt, etwa (z9,yo) = (5,1(v/97 — 5)). Dann ist — zumindest in einer kleinen
Umgebung des Punktes®™ — die Hohenlinie der Graph einer Funktion ¢ iiber
(einem Teil) der z-Achse. Es ist dann f(z, g(x)) = —15. Wir sagen dan auch:
Die Gleichung f(z,y) = —15 ldsst sich um den Punkt (zg, o) nach y auflosen.
In unserem Beispiel ist das explizit machbar, indem wir die quadratische
Gleichung klassisch nach y auflosen:

e Fiir jeden Punkt des "oberen” Teils der Hohenlinie wihlen wir als offene
Umgebung R x R>% und g(z) = %(\/ 3x2 + 22 — :13)

() Bine zusammenhingende Menge M C R" nennen wir Umgebung von 2° € R", wenn
es einen offenen Ball B, (2°) gibt mit B.(z%) C M. Ist M offen, so sprechen wir von einer
offenen Umgebunyg.

Insbesondere ist eine offene Menge, eine Umgebung all ihrer Punkte.
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e Fiir jeden Punkt des "unteren” Teils der Hohenlinie wéhlen wir als offene
Umgebung R x R<% und g(z) = —3(v/322 + 22 + z).

Wir wollen im Folgenden fiir eine Abbildung f : R® — R iiberlegen, unter
welchen Bedingungen sich die Hohenmengen als Graphen darstellen lassen,
sich also das Gleichungssystem f(x) = ¢ oder

fl(flfl, e 7$n) =C

fk(xl, e ,l‘n) = Ck
nach einigen der Variablen auflosen lésst.

Wir diirfen in Hy . stets ¢ = 0 annehmen, indem wir zur Funktion f =f—-c
iibergehen.

Wir benutzen in diesem Abschnitt die folgende Notation. Wir betrachten fiir
M C R" eine Funktion

S
f=1:: MR
Jr

mit k < n. Wir setzen nun ¢ := n — k, nutzen, dass R” = R’ x R¥, und
schreiben die Elemente des R"™ als

T (A1
@)eR” mit z=|:|eR, y=]|:|eRF.
Ty Yk
Es sind m; : R® — R’ und 7 : R* — R* die zwei Projektionen mit 7 (x,y) =

z und mo(z,y) = y.

Wir definieren fiir alle (z°,y") € M die folgenden Untermatrizen der Funktio-
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nalmatrix D f(z°, 3°), von denen die zweite quadratisch ist:

5, @) = : : € MR,
L (@) L B(ay0)
) e Bl
%(IO y’) = ) : : : € My iR.
v By o))
oY1 Y T Oy Yy
Es ist also

0 0
DI ) = (S ) o)) € M.

Bemerkung 2.5.30. Die Untermatrix %(mo, 1) ist die Funktionalmatrix
der Abbildung = — f(x,%°) im Punkt 2° € 7, (M) C R".

Analog ist g—]yc(xo, ) die Funktionalmatrix der Abbildung y +— f(2°,y) im
Punkt y° € my(M) C R¥

Die Frage, ob sich f(x,y) = 0 nach y auflésen lasst, bzw. ob sich das Glei-
chungssystem

fl(xla"'axéaylw"ayk):0

fk(xh"'ux@ayl?""yk) =0

nach yy, ...y, auflosen lasst, lauft auf die Frage hinaus, ob es eine Menge
U C R’ gibt und eine Abbildung

g1
g=1|:|:U—R"
9k
mit f(z,g(z)) =0 fiir alle x € U bzw.

f1($1,...,l’g,gl(flfl,...,l’g),...,gk<$1,...,LL’g)) =0

fk(ZL'l,...,I’g,gl(.’ﬂl,...,,Ig),...,gk(l’l,...,Ig)) =0
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Die Antwort liefert der folgende Satz.

Satz 2.5.31 (Satz iiber implizite Funktionen). Es seien U C R%V € RE
offene Mengen. Die Abbildung f : M — RF sei auf der offenen Menge
M =U x V C R" stetig differenzierbar. Weiter seien (z°,y°) € M mit

o f(2°9°) =0 und

o det (g—i(m‘o,yo)> #0.

Dann gibt es Bs(2°) C U und B.(y°) C V und eine eindeutige stetige Abbildung
g : Bs(z°) — B.(y") C RF mit

1) g(a%) =4,

it) f(z,g(x)) =0 fir alle v € Bs(2"), und

iti) Hyo N (Bs(2°) x B(y°)) = {(z, g(x)) |z € Bs(2°) } .

Teil iii) besagt, dass fiir jedes x € Bs(x®) der Wert g(z) die einzige Lisung
von f(x,-) =0 in B(y°) ist.

Beweisskizze. Zum Beweis nutzen wir den Banachschen Fixpunktsatz 2.4.30.
Dazu schreiben wir die potentielle implizite Funktion in der etwas aufgeblédhten
Form

o) = o) + (%) Flag(a)).

Fiir eine ”geeignete Teilmenge” X C {g : Bs(2°) — R*} motiviert das die
Abbildung

F: X=X mit F(g9): =9+ (—(mo,yo)) (fo(idxg)).
diese " geeignete Teilmenge” ist

X = {g: Bs(a") = R*[ g stetig, g(a°) =4", llg — 3"l < 3¢} .
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Fiir geeignete 9, € sind dann die Voraussetzung an den Banachschen Fixpunkt-
satz erfiillt, und die Abbildung F' besitzt einen Fixpunkt g € X. O

Wenn wir nun annehmen, dass die implizite Funktion g differenzierbar ist, so
erhalten wir ihre Funktionalmatrix Dg wie folgt: Wir leiten die Gleichung
fo(idx g) = 0 ab und l6sen die so erhaltene neue Gleichung D( fo(idx g)) =0
nach Dg auf. Dass das tatsichlich klappt, zeigt uns der folgende Satz.

Satz 2.5.32. Die implizite Funktion g aus Satz 2.5.31 ist auf einer — eventuell
kleineren — Umgebung von x° stetig differenzierbar mit Funktionalmatriz

Dy(a) = - (5 (.9(e)) " 5L o gla)).

Folgerung 2.5.33. Es sei M C R", n >k und f: M — R*. Fiir den Punkt
' € Hy. = {x € M| f(z) = ¢} habe die Funktionalmatrix Df(z°) € M, ;R
den vollen Rang k. Dann gibt zu 2° € Hy, eine Auswahl {iy,...,ix} C
{1,...,n}, sodass f(z) = 0 lokal um z° nach den Variablen z;,,...,;
auflosbar ist.

Die Aussage folgt aus Satz 2.5.31: Wenn D f(2°) € M, xR den vollen Rang k
hat, gibt es eine Auswahl {iy,...,it} C {1,...,n}, sodass die entsprechende
Untermatrix von D f(z°) invertierbar ist, d.h.

k

0 0
b (2%) o G (af)
det : : #0.
0 0
e GBI ﬁ(l‘o)

Bemerkung 2.5.34. 1. Auch Gleichungen, die der Regularitdtsbedingung
an die Jacobimatrix von Satz 2.5.31 nicht geniigen, kénnen auflésbar
sein. Diese erfiillen jedoch in der Regel nicht Satz 2.5.32.

Als Beispiel betrachten wir f : R?> — R mit f(z,y) = z — * und
die Menge Hyo = {(z,y) |z — y*> = 0}. Es gilt hier (0,0) € H;o und
g—g = —3y?, was an der Stelle (0,0) verschwindet. Somit ist die Frage
nach der Auflésbarkeit von f(z,y) = 0 um diesen Punkt im Sinne des
Satzes iiber implizite Funktionen nicht zu beantworten. Nichtsdestotrotz

gilt

Hyo={(z,9(x)) |z € R}
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fiir die stetige, in x = 0 nicht differenzierbare Funktion

g R—>R, gx)=z.

. Der Satz iiber implizite Funktionen 2.5.31 mag zunéchst lediglich einen

theoretischen Nutzen haben, da er nur die Existenz der Abbildung ¢
liefert und nicht ihre explizite Darstellung. Wir erhalten jedoch mit Hilfe
des Banachschen Fixpunktsatzes zumindest ein Iterationsverfahren zur
niherungsweisen Bestimmung der Abbildung g. Aber auch dies liefert
in der Regel keine explizite Darstellung. Auch wenn uns g nicht explizit
bekannt ist, wir jedoch die Losungsmenge Hyo von f(x,y) = 0 kennen,
so kennen wir zumindest alle Werte von ¢ und Satz 2.5.32 liefert uns
zudem zusétzlich die Werte der Ableitung der impliziten Abbildung
g. In spéateren Anwendungen werden uns spezielle Eigenschaften der
Ableitung der impliziten Abbildung ¢ geniigen, die wir aus der Formel
aus Satz 2.5.32 erhalten.

Beispiel 2.5.35. Wir betrachten die Héhenmenge Hyy der Funktion

flz,y,2) =2+ y* — 3ay

und untersuchen die Frage nach der Auflosbarkeit der Gleichung f(z,y,2) =0
in der Néhe eines Punktes (z¢, yo, 20) € Hyo. Da die beschreibende Gleichung
nicht von z abhéngt, ist die Schnittmenge von Hjyy mit der zur xy-Ebene
parallelen Ebene E. := {(x,y,c) |z,y € R} stets durch

HioNE, = {(z,y) € R?| 2% +4* — 3zy = 0} x {c} =: Hyq x {c},

sodass Hyg = If[ﬁo x R.

gegeben. Damit ist die Menge Hy ein gerader Zylinder iiber der Menge H 7.0
siehe Abbildung 2.5.2.

Die Funktionalmatrix von f ist

Df(e,y.2) = (%, =, %) = (20— 3y,3(s — 2),0) .

e Wegen % = 0ist f(z,y,2) = 0 in keinem Punkt nach z auflésbar.
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Abbildung 2.5.2: Die Menge H; fiir f(z,y,2) = 2* + y* — 3zy

e Die Punkte, in denen f(z,y,z) = 0 nicht nach x auflésbar (im Sinne
von Satz 2.5.31) ist, sind durch die Gleichung % =0, also durch x = %y
gegeben. Setzen wir das in f(z,y,z) = 0 ein, so ergibt sich

9 9
O:yz(y—z) = yzOVy:Z.

Setzen wir das ein in die Ausgangsgleichung 2 = 3y so ergeben sich die
Punkte

(0,0,z9) und (%7,2,20).

e Die Punkte, in denen f(z,y,z) = 0 nicht nach y auflésbar (im Sinne
von Satz 2.5.31) ist, sind durch die Gleichung g—g =0, also durch x = y?
gegeben. Setzen wir das in f(x,y, z) = 0 ein, so ergibt sich

0=29°>y—2) < y=0Vy=2.
Das Zuriickeinsetzen in z? = y liefert die Punkte

(0,0,20) und (4,2, 2).

e Insbesondere lédsst sich f(x,y,z) =0 um (0,0, z9) nach keiner der Varia-
blen auflosen.
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Wir untersuchen jetzt die "klassischen Auflosungen” nach x. Wir wissen,
dass es um jeden Punkt (2o, yo, 20) mit Ausnahme von (0,0, z) und (%, 2, z)
lokale Funktionen gibt. ”Klassische Auflésung” meint hier: Wir suchen explizite

Funktionen x = g(y, z) mit f(g(y, 2),y,2) = 0.

Dazu 16sen wir die quadratische Gleichung 22 + y® — 3zy = 0 nach z auf und
erhalten die zwei Losungen

3 9 3 4y
=2yt /o2 —r=2 |yt 1- =2
9+(y,2) 5Y VY 2(@/ |y 9>

Statt dieser Funktionen konnen wir auch die modifizierten Funktionen

. 3y 4y
=L 144/1-

betrachten. Sie haben den Vorteil, dass sie auch in in (0, z) stetig differenzierbar
sind.

Die lokalen impliziten Funktionen, geméafl Satz 2.5.31 sind dann durch die
jeweiligen Zweige gegeben. Ist z.B. (xq, 40, 20) mit yo < 0,29 > 0, so ist

g+|R<0xR die gesuchte Funktion.

Da das Problem im wesentlichen ein Problem in der zy-Ebene ist, werden
wir uns in den Skizzen auf die Projektionen in diese Ebene beschrinken; das
bedeutet, wir betrachten H 70- Alle obigen Funktionen sind auf der Menge
} — 00, %} definiert und ihr Verlauf ist in Abbildung 2.5.3 skizziert.
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Abbildung 2.5.3: Die Graphen zu Ho = {(z,y) |2* + 3* — 32y = 0}

Die Projektion der Graphen Die Projektion der Graphen
von g, (rot) und ¢g_ (blau) in  von g, (griin) und g_ (violett)

die yz-Ebene in die yz-Ebene
X
X 4,
o)
24 2
5 4 3 2 1 1 é *‘5 4 3 2 1 1 2
y V
2 21
4 -4
6 -6

Als Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen, Satz 2.5.31 lasst sich
nun die Frage beantworten, unter welchen Bedingungen eine Abbildung f :
M — R™ auf M C R™ — zumindest im Kleinen — eine Umkehrabbildung
[t M" — R™ besitzt, wobei M’ C f(M) C R™.

Satz 2.5.36 (Umkehrsatz). Es sei M C R" offen und f : M — R" stetig
differenzierbar. Weiter gebe es ein x° € M mit det (Df(xﬂ)) # 0 und wir
schreiben y° := f(x°). Dann gibt es offene Umgebungen U C M wvon z° und
V C R™ von 1°, sodass gilt:

i) f:U —V ist bijektiv und
i) g:= (f}U)_1 : V= U ist stetig differenzierbar mit

iii) Dg(y) = (Df(yc))_1 fir alley € V und y = f(z) (bzw. x = g(y)).

Beweisskizze. Betrachte F'(z,y) = y — f(x) und wende darauf den Satz
iiber implizite Funktionen an. Il
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Bemerkung 2.5.37. Im Gegensatz zur Situation in Dimension n = 1 gemaf

Folgerung 1.5.23, garantiert in hoheren Dimensionen selbst die Regularitét

von Df in jedem Punkt lediglich die lokale Umkehrbarkeit der Abbildung f.

Dazu betrachte f : R? — R? mit f(z,y) = (p(x) Cés(y)), wobei p: R — R
/ f(z,y) p(z) sin(y) P

mit p(z)p'(z) # 0 fiir alle z € R. Fiir diese Abbildung gilt

_ (P(@)cosd  —p(x)sin(y)
it = (15 et )
also det(D f(x,y)) = p(x)p'(z) # 0. Jedoch ist f sicher nicht injektiv, denn es
ist f(z,y) = f(x,y + 27).

Definition/Bemerkung 2.5.38. e Essei MC R® und f : M — R™
Die Abbildung f heifit Diffeomorphismus (auf f(M)), wenn f(M) C R”
offen ist, f : M — f(M) bijektiv ist und f und f~! stetig differenzierbar
sind.

e Insbesondere ist eine injektive, stetig differenzierbare Abbildung f :
M — R" genau dann ein Diffeomorphismus, wenn det(D f(x)) # 0 fiir
alle z € M.

2.6 Hohere Ableitungen und Extremwerte

2.6.1 Hohere Ableitungen und der Satz von Taylor

Wir werden uns hier auf Abbildungen beschrianken, die auf offenen Teilmengen
definiert sind.

Definition 2.6.1. Es sei M C R". Wir definieren und interpretieren — falls
die Ausdriicke existieren —

Df: M — M, ;R ~R"™,
D*f := D(Df) : M — M, ;R ~ R"*
und induktiv weiter

D'f:=DD"'f): M — M, ;R~=R"".
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e Eine Abbildung f : M — RF heifit /-mal total differenzierbar, wenn die
Funktionalmatrizen D" f fiir r = 1,...,¢ — 1 existieren und stetig sind,
sowie D~ f total differenzierbar ist.

e f heifit -mal stetig differenzierbar, wenn D’f existiert und stetig ist.

Bemerkung 2.6.2. e Eine Matrixdarstellung von D?f ist die Hessema-
trix H f von f.

e Die Eintrige der "Matrix”-wertigen Abbildung D'f : M — R"* sind
die (-ten partiellen Ableitungen von f:

o'f;

4 . i — T~ =~
(D f)l1..~’LU axh e axiz

fir 1 <iq,...,5,<n,1<j5<k.

sin(y) + e*
Beispiel 2.6.3. f: R? — R?, f(x,y) = %y . Dann ist
yir + 22
eI‘

2xy

e’ cos(y) 5
Df = 2zy x? ] ycoj( 2;3

v 422 2uyx ny

2yx
e"l‘
2y
2
e’ 0 0
2y 2z 2z
2 2y 2y

2 — ~

D°f = 0 —sin(y) | — 0
2z 0 2z
2y 2x 2y

~ sin(y)
0

2x
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e’ 0

0 2

0 0

0 0

2 0 e’ 0
3 0 2 4 01852

D°f = 0 0 , D*f(zx) = 0 sin(y) | etc

2 0 04x2

0 2

0 —cos(y)

0 0

2 0

Bemerkung 2.6.4. Wie im Fall ¢ = 1 gilt auch fiir héhere Ableitungen:

e Jede (-mal total differenzierbare Abbildung ist /-mal partiell differen-
zierbar.

e Die (-mal stetig differenzierbaren Abbildungen sind genau die ¢-mal par-
tiell differenzierbaren Abbildungen mit stetigen partiellen Ableitungen.

Eine Verallgemeinerung des Lemmas von Schwarz, Satz 2.5.9, lautet wie folgt

Satz 2.6.5. Ist f: M — R* auf M C R" (-mal stetig differenzierbar, so ist
fiir jede Permutation T € Sp

o' f B o' f
8$i1 e éhcl-z N 03,}(@-1) ce axT(m )

Bezeichnung 2.6.6. Wegen des Lemmas von Schwarz, konnen wir die Ab-
leitungen ”sortieren”. Ist ¢ = ¢; + ... 4+ £, und kommen in der partiellen

Ableitung 6”8@{% die Ableitungen nach x; genau ¢;-mal, die nach x5 genau
i1 ULy
ly-mal, ..., und die nach x,, genau ¢,-mal, dann gilt
o'f B o' f

8$i1 e al’iz 8x{1 ce ({%Cﬁ”

Fiir jedes n-Tupel £ = ({4, ..., {,) schreiben wir mit [(] = 3 ¢;
i=1

oll oll

ozl ozt dxtn
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Weiter schreiben wir £1:= £,10,! - ... - £,) und 2* = 27252 - ... - zln.

Mit Hilfe dieser Notation ldsst sich die Verallgemeinerung der Taylorformel
aus Satz 1.5.31 elegant formulieren.

Satz 2.6.7 (Satz von Taylor). Sei M C R"™ offen und f : M — R eine
(m + 1)-mal total differenzierbare Funktion. Dann gibt es zu je zwei Punkten
2%z € M, fir die {2° +t(z — 2°) |t € [0,1]} C M, einen Punkt y auf dieser
Strecke, sodass

0 1oy o7 191 f o7
f(m)—f(%’)ﬁzq Eﬁ(x )(z— ") +HZ Ew(y)(l’—m) :
71<|fi<m L) l=m+1

Schreiben wir x = z° 4+ v so ergibt sich

7
f@+0)=fa"+ Y o @

01<e<m Z0=m+1

Definition 2.6.8. Das Polynom

Tymao (@) = f(%) + ) 7 (") (@ — =

1<|f<m

heiBt das m-te Taylorpolynom der Funktion f um 2°. Die Differenz

heiflt das m-te Restglied.

Beispiel 2.6.9. f: R"™ — R so ldsst sich das zweite Taylorpolynom wie folgt
schreiben

— oxt 2 0210z

,L?]:

Tys(an+0) = £+ 30 2L @0+ 30 LT oy,
=1

— F(2%) + (grad(f)(2°), ) + %UTH Fa)
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Bemerkung 2.6.10. Die m-te Ableitung einer Funktion f : M — R mit
M C R™ definiert in 2° € M eine symmetrische, m-fache Linearform Q.0 ,,
durch

amf

) 1 m
v,...,V ..U

Qf’_fro’m( Z ale e ax/]/m e e

Ulyeensim=

d.h. insbesondere

Qfom(v,...,v) =m! =

Es ist speziell

Qr201(v) =Df(a%) v und  Quoz(v,w) =0v" - Hf(2") w

und das Taylorpolynom m-ter Ordnung schreibt sich als

Tf,m,xo(x) = f(IO) + Z K'Qf7107g(£(3 - xo, e, T = IO)

2.6.2 Extremwerte ohne und mit Nebenbedingungen

Wir beginnen mit der aus der Anschauung stammenden Definition fiir ein
Extremum.

Definition 2.6.11. Es sei f : M — R eine Funktion auf der Menge M C R".
Ein Punkt 2° € M heifit

e lokales Mazimum, wenn es eine Umgebung B, (z") von 2° gibt, sodass
f(z%) > f(x) fiir alle z € B.(z°) N M.

e globales Mazimum, wenn f(x°) > f(z) fiir alle x € M.

Es sei £ € N™ und €] = ¢1+lo+. ..+, = m. Dann entspricht ( ", )= %’e, = ’%’
der Anzahl der verschiedenen Moglichkeiten, die Zahlen {1, 2,. n} so anzuordnen, dass
genau £1-mal die 1, £o-mal die 2, ... und ¢,,-mal die n vorkommt. Es ist z.B. (a1+...4+a,)" =

Z, (il,.ﬁ,in,)a? el afr,

1yt
t1+...F+ir=n
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e lokales Minimum, wenn es eine Umgebung B,(2°) von 2 gibt, sodass
f(2°) < f(2) fiir alle z € B(2°) N M.

e globales Minimum, wenn f(z°) < f(z) fiir alle x € M.

Bemerkung 2.6.12. Ist f stetig und M kompakt, dann wissen wir bereits,
dass ein globales Maximum und ein globales Minimum existiert, sieche Satz
2.4.20.2.

2.6.2.1 Extremwerte ohne Nebenbedingungen

Der folgende Satz ergibt sich sofort aus seiner eindimensionalen Variante Satz
1.5.18:

Satz 2.6.13. Es sei f : M — R und 2° ein innerer Punkt und ein lokales
Minimum oder lokales Mazimum. Ezxistieren alle partiellen Ableitungen von f
in xo, so ist gradf(z") = 0.

Bemerkung 2.6.14. Zur Berechnung der méglichen lokalen Extrema miissen
wir das Gleichungssystem

0
oy 0xs oxy,
von n Gleichungen fiir die n Variablen x4, ..., z, untersuchen.

Ahnlich wie im eindimensionalen Fall erhalten wir hier mit Hilfe der Taylor-
formel ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz von Extremwerten.

Satz 2.6.15. Es seix’ € M C R" ein innerer Punkt und ein lokales Extremum
der Funktion f : M — R. Weiter sei m > 1 die kleinste Zahl mit D™ f(2°) # 0
und D™ f sein in 2° stetig.

1. Ist m ungerade, dann ist 2° kein Extremum.

2. Ist m gerade, dann ist

o 12U ein lokales Mazimum, wenn Qw0 negativ definit ist.

o z¥ ein lokales Minimum, wenn Q; o, positiv definit ist.
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e ¥ einen Sattelpunkt, wenn Q0 ,, indefinit ist.

Bemerkung 2.6.16. Der obige Satz liefert insofern keine vollige Charakteri-
sierung, als dass er keine Aussage iiber die Eigenschaften von 2 zulésst, wenn
Q) .20 m POsitiv oder negativ semidefinit ist.

Im Fall m = 2 entspricht die Untersuchung des Punktes 2° mit D f(z°) = 0
auf Extrema der Untersuchung der Hessematrix H f(2°) auf Definitheit. Ist
dariiber hinaus die Dimension n = 2, so kénnen wir den speziellen Fall m = 2
wie folgt formulieren:

Folgerung 2.6.17. Es sei (a,b) € M C R? ein innerer Punkt mit %(CL, b) =
g—i(a, b) = 0. Weiter sei die Hessematrix H f(a,b) nicht die Nullmatrix. Dann
ist

82
Y

82

T

~
~~

- (82f)2>(a,b) > 0 und

e (a,b) ein lokales Maximum, wenn ( 92y

%4 (a,b) < 0.

2

Q
Q

e (a,b) ein lokales Minimum, wenn (%% _ (82f >2> (a,b) > 0 und

0xdy
%L (a,b) > 0.

e (a,b) kein lokales Extremum, wenn (?% —( O )2> (a,b) < 0.

2.6.2.2 Extremwerte mit Nebenbedingungen

In praktischen Anwendungen interessiert man sich in der Regel nicht fiir die
allgemeinen Extremwerte einer Funktion, sondern fiir speziellere Werte.

Wir betrachten eine Leuchtquelle in einem Zimmer und die Leuchtstérke in
den Punkten des Raums werde durch eine Funktion f : R?® — R beschrieben.
Bei einer punktférmigen Lichtquelle wird die Lichtstéarke im Idealfall mit
dem Abstand von der Lichtquelle sinken, sodass f(Z) < f(v) fiir ||Z — a°|| >
|7 — @||, wobei @ der Ort der Lichtquelle ist. In dem Zimmer befindet
sich ein Schreibtisch, und gesucht ist der Punkt auf dem Tisch, der am
hellsten ausgeleuchtet wird. Das bedeutet: Wir suchen nicht das Maximum
der Leuchtstarke, sondern das Maximum unter der Nebenbedingung, dass
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der gesuchte Punkt auf dem Schreibtisch liegen soll. Die mathematische
Formulierung konnte etwa wie folgt lauten:

b
Wir suchen das Maximum der Funktion f(Z) = T unter der Neben-
r—d

bedingung ¢(Z) = (#,7) — ¢ = 0, wobei (Z,7) = ¢ eine die Tischoberfliche
beschreibende Ebenengleichung ist — 77 ist also eine Normale der Ebene.

Wir wollen dieses Problem formalisieren.

Definition 2.6.18. Gegeben sei eine Menge M C R", eine Funktion f : M —
R und fiir k£ < n eine Abbildung g : M — RF. Wir sagen, dass f im Punkt z°
ein lokales Maximum (lokales Minimum) unter der Nebenbedingung g(x) = 0
besitzt, wenn:

1. g(z°) =0 d.h. 2" € Hy.
2. Es gibt ein B.(2°), sodass f(2") > f(y) fiir alle y € H, o N Be(a).

Bemerkung 2.6.19. Betrachten wir die Komponentenfunktionen der Neben-
bedingung ¢ : M — R*, also
gi(x1, ..., x,) =0, gk(z1,...,2,) =0,

so konnen wir diese in speziellen Situationen gegebenenfalls explizit auflosen
und erhalten®

Ty = gl(karla s awn)a sy T = gk($k+17 s 7xn) .

Setzen wir diese nun in f ein, so erhalten wir eine neue Funktion

f@rsn, o ymn) = F(1(Tha1y - Tn)y o e oy Gr( @1y o ooy )y Thog1s e -+ Tir) -

Das Problem der Suche nach Extremwerten unter Nebenbedingungen reduziert
sich so zur Suche nach ”gewthnlichen” Extremwerten der Funktion f. Dies ist
die Situation, wie sie iiblicherweise in der Schule behandelt wird.

()Nach Umbenennung der Variablen geschieht diese Auflésung nach den ersten k Varia-
blen.
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Beispiel 2.6.20. In unserem obigen Beispiel mit der Lichtquelle sei etwa
@’ =0und ¢ # 0 und [|7Z||> = n2 + n] + n? = 1, sodass die Lichtquelle nicht
in der Ebene liegt. Dann ist

1
f(z,y,2) = PP+ und  g(z,y,2) = xn, +yny +2z2n, —c=0
Die Nebenbedingung ldsst sich (falls n, # 0 ist) nach z auflésen mit
. 1
9(z,y) = —(c = nex —nyy) .

z

Das setzen wir in f ein und erhalten

~ n2

f(xa y) = n§x2 + n§y2 —+ (C — Nz — nyy)2
mit
Of _ 5o w(ng+nd) +nenyy — cng
Ox : (nﬁaﬂ +n2y? + (¢ — nyx — nyy)2)2
O T(n2a? 4 n2y2 + (e = npw — nyy)?)”

Das Verschwinden dieser Ausdriicke liefert ein lineares Gleichungssytem fiir
(x,y) mit der Losung

() =)

was nach Einsetzen in die Nebenbedingung z = g(z,y) = cn, liefert. Das
mogliche Extremum wird also an der Stelle

T
rI=|y| =c-7t
z

angenommen. Das war auch zu erwarten: Das Extremum liegt in dem Punkt
senkrecht unter der Lichtquelle.®)

O Der Wert Llﬂ entspricht dem Abstand der Ebene zum Ursprung.

[I2
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Wir betrachten die Situation fiir eine Funktion f : R? — R und eine Ne-
benbedingung ¢ : R? — R.0) In Abb. 2.6.1 sind blau die Hohenmengen der
Funktion f eingezeichnet und rot die Menge H, auf der das Extremum ge-
sucht wird. Wenn sich eine Hohenlinie von f und die Nebenbedingungsmenge

Abbildung 2.6.1: Die zweidimensionale Situation

.0 sSchneiden, wie etwa im griin markierten Punkt, bedeutet das, dass die
Funktion f entlang Hy o dort steigt oder fillt. Der schwarz markierte Punkt,
etwa (o, yo), hat die Eigenschaft, dass sich die Hohenmenge zu f, etwa Hy,.,
und H, o nicht schneiden, sondern beriihren. Bezeichnen wir die Auflésungen
von f(x,y) = cund g(z,y) = 0 mit s(x) und r(z), dann gilt r'(x¢) = s'(zo).
Wegen Satz 2.5.31 ist

%(Sﬂ'o;yo) %(l’oaycﬁ

r'(zo) = — und  §'(zg) = — .
g—ﬁ(xo,yo) g—z(%,yo)
of
By \L0s Yo
Mit A := —% ist somit %(wo,yo) + )\g—g(xo,yo) = 0. Es gilt aber
a2 (%0, Y0) ’ :
oy ’

()Ein typisches Beispiel ist etwa eine Temperaturverteilung f in der Ebene und ein
Wanderweg H, o, auf dem der kiihlste oder warmste Ort gesucht wird. Die Hohenmengen
der Funktion f entsprechen dann den Isothermen.
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sowieso g—;(mo, Yo) + )\g—z(mo, yo) = 0, sodass in dem Punkt, wo sich die Mengen
beriihren

gradf(:vo, ?JO) + )\gradg(xm yO) =0.
Die Verallgemeinerung davon liefert nun den folgenden Satz:

Satz 2.6.21. Es sei M C R™ eine offene Menge, f : M — R eine Funktion
und g : M — R” eine Abbildung, k < n. f besitze in 2° ein lokales Extremum
unter der Nebenbedingung g(x) = 0 und Dg(z°) habe den vollen Rang k. Dann
gibt es einen Vektor PUNS R*, sodass

gradf(z°) + (\)TDg(2°) = 0.

Sind g1, ..., gx die Komponentenfunktionen von g und A}, ...} die Kompo-
nenten von \°, so schreibt sich das als

k
gradf(z°) + Z M eradg;(z°) = 0.
i=1

Die Werte \) heifien Lagrange-Multiplikatoren.

Bemerkung 2.6.22. 1. Um mogliche lokale Extremwerte zu bestimmen,
suchen wir nach Loésungen des Gleichungssystems

gradf(z) + > Aigradgi(z) =0, gi(z) =...=gi(x) =0.

i=1

Dies sind n 4+ k Gleichungen fiir die n + k Variablen x4, ..., z,, und
ALy ey Ak
Wir kénnen sagen, dass wir die moglichen Extrema der Funktion

k
L:RFx M — R mit L(Xz):=f(z) +Zx\ig,~(x)
i=1

suchen, also die Lésungen von gradL(X, z) = 0. Die Funktion L heiBt
Lagrangefunktion des Extremwertproblems.

2. Ist die Nebenbedingungsmenge kompakt so wissen wir, dass die Funktion
f dort ihr Maximum und Minimum annimmt.
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e Besitzt dariiber hinaus die Nebenbedingungsmenge keinen Rand,
so brauchen wir bei der Suche nach globalen Extrema lediglich
unter den moglichen lokalen Extremwerten durch Einsetzen in
f den grofiten und den kleinsten Wert aussortieren. Das ist ins-
besondere der Fall, wenn die kompakte Nebenbedingungsmen-
ge als Nullstellenmenge einer stetigen Funktion gegeben ist, z.B.
{(z,y,2) ER®} | 2 + 12 +2 =1 AN z+y+z=1}.

e Hat die Nebenbedingung einen Rand, dann miissen wir bei der
Suche nach globalen Extrema die Randpunkte gegebenenfalls ge-
sondert untersuchen. Das ist insbesondere der Fall, wenn die kom-
pakte Nebenbedingungsmenge mit Hilfe stetigen Funktion und
Ungleichungen gegeben ist, z.B. {(z,y,2) € R3 | 22 + ¢y + 22 <
L ANr4+y+2z<1}

Beispiel 2.6.23. Wir gehen zuriick zu unserem Ausleuchtungsproblem. Dort
sind mit Z = (z,y, 2)" und 7@ = (ng, n,,n)"

f(@) = und - g(7) = (i1, %) — ¢

mit

grad f(7) =

—Hf”45 und gradg(Z) =17.

Die zu untersuchenden Gleichungen sind somit
2 L oo
—Wx +Ai=0 und (Z,7)=c.
Die erste Gleichung liefert, dass die Losung & parallel zu 7 sein muss, also
T = a - 1. Das in die zweite Gleichung eingesetzt gibt «|7||*> = ¢ oder a = c.
Zuriickeinsetzen in die erste Gleichung liefert zuséatzlich

2x 2

~affidlt T e
Somit ist die Losung von gradL(\, ©) = 0 durch (C%, cﬁ) gegeben.
Bemerkung 2.6.24. 1. Sind die Extrema der Funktion f: R" — R auf
dem Abschluss U einer offenen beschrinkten Menge U C R™ zu suchen,

deren Rand durch eine implizite Funktion gemif OU = {x € R" | g(z) =
0} beschrieben wird, so kann man wie folgt vorgehen:
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e Suche zunéchst nach lokalen Extrema der Funktion f auf der offenen
Menge U, geméafl Satz 2.6.13.

e Suche nach weiteren Extrema auf dem Rand U geméafl Satz 2.6.21.

2. Eine kleine Modifikation davon klappt auch, wenn die Nebenbedingungs-
menge ein Graph mit Rand ist.
Gesucht seien die Extrema einer Funktion f : R — R wobei die Neben-
bedingungsmenge in Graphenform als {z = (y,2) € R"| 2z = h(y),y €
U,U C R'} gegeben ist. Weiter sei der Rand OU von U C R’ durch eine
Funktion gemifl OU = {y € R’| g(y) = 0} gegeben. Dann kénnen wir
wie folgt vorgehen:

e Suche die Extrema = = (y, z) der Funktion f im (relativen) Inneren
der Nebenbedingungsmenge. Das sind gerade die Punkte (y, h(y)),
wobei y den Extrema von f(y) = f(y, h(y)) auf der offenen Menge
U C RY gemiB Satz 2.6.13 entspricht.

e Suche anschlieend die Extrema von f auf dem Rand
{(y,h(y))|g(y) = 0} der Nebenbedingungsmenge. Die erhalten
wir als Punkte (y, h(y)), wobei y ein Extremum von f unter der
Nebenbedingung g(y) = 0 ist.

Es folgt noch ein kleiner praktischer Tipp

Bemerkung 2.6.25. Sind die Extrema einer Funktion f gesucht und hat die
Funktion eine komplizierte Form, so ist es gegebenfalls angebracht die folgende

steigend

it
fallend  ° &

Eigenschaft zu benutzen: Ist g : R — R monoton
f hat in zy ein Maximimum/Minimium
Maximimum /Minimium

<= (go f) hat in xg ein
(gof) ’ {Minimum/Maximum

Z.B. koénnen wir statt der Funktion f(z) = /2?2 + ...+ 22 die Funktion
f = f" also f(z) = a7 + ... + x5, betrachten, oder statt der Funktion
f(x) =1n(|g(z)]) die Funktion f = e/, also f(z) = |g(z)|.
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Ohne Beweis geben wir hier zum Abschluss ein hinreichendes Kriterium
fiir Extrema unter Nebenbedingungen an. Dieses nutzt die Hessematrix der
Lagrangefunktion L. Diese ist gegeben durch

0 D%(x)
Dg(x)" Hf(x)+ ; Ai Hgi()

—

HL(X,z) = € My R

Wir bezeichnen wieder mit H Ll die Untermatrizen von HL gemiB Definition
2.8.22, also insbesondere

HLMM — gr HIP =0 fir1 <i<k

Satz 2.6.26. Es sei M C R*, f : M — R und g : M — RF. Weiter
sei 20 ein mdglicher Extremwert von f unter der Nebenbedingung g(x) = 0,
gemdfs Satz 2.6.21. Dann gibt es also ein XO, sodass (XO, 2°) eine Lisung von
gradL(X, z) = 0 ist. Weiter sei Dg(a°) derart, dass die ersten k Spalten von
Dg(x°) linear unabhingig sind.®) Dann ist

1. 2% ein lokales Minimum, wenn (—1)F det HLF+1 > 0 fir k+1 <i<n.

2. 2° ein lokales Mazimum, wenn (—1)*det HLF >0 fir k+1<1i < n.

Beispiel 2.6.27. Hier schauen wir uns wieder das Beispiel der Ausleuchtung

an, also f(7) = Hfl||2 und ¢(%) = (11, %) — c.

Die Lésung von gradL(A, Z) = 0 ist (A, 2°) = (%,c- 7). Da g eine lineare
Bedingung ist, ist die Hessematrix von L unabhingig von A. Sie ist gegeben
durch

(0
HL(\Z) = (ﬁ Hf(:f))
mit H f(Z) = =5 (47 - 27 — ||z[|*1). An der Stelle (X, 2°) ist das

0 Ny Ty n,
2(4n2—1) 8ngzny 8ngn.
HL(o, 7°) = o e < <
’ " 8nony 2(47112{71) 8nyn.
Y cb b b
8nan. 8nyn. 2(4n2-1)
ny 0 6 0

() Unter der Voraussetzung, dass Dg(x") vollen Rang k hat, ist das keine Einschrinkung,
da wir das nach Umbenennung der Variablen stets erreichen kénnen.
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Die Bedingung an Dg(z") ist hier bei n, # 0 erfiillt, und zur Untersuchung
der Art des Extremwertes benttigen wir det HLF+) mit k =1 und i = 2, 3,
also det HLPB! det HL. Es ist

4
(—1)°det HLW = —det HL = — >0
&

0 o ny
2(n? + n?
(—1)? det HLB = det Ny 2(4n%—1) Bnany _ (ng _ ) 50
C C c
n2—
n, 8ncg,36ny 2(4 c% 1)

Somit handelt es sich bei unserem Extremum um ein Maximum.

Beispiel 2.6.28. Es soll die Funktion f(z,y,2) = * + 3> + 2* unter den
Nebenbedingungen ¢;(z,y,2) = 22 +2y*> + 222 — 1 = 0 und go(x,y,2) =
x + 2y 4+ 3z = 0 auf Extremstellen untersucht werden. Das zu untersuchende
Gleichungssystem ergibt sich aus dem Gradienten der Lagrangefunktion L =
[+ Xig1 + Xaga zu

21+ M)z + X =0
20+2M)y+2X =0
2(14+2M\)z+3X =0
r+2y+32=0
2?22 422 —-1=0

Wir nummerieren die Gleichungen mit 1-5 durch und untersuchen mehrere
Fille

1 Y —2\ —3) .
o \; # —1,—3, sodass 1-3 x = Q(Tf\l),y = 2(1+2§\1),z = 2(1+2§\1) liefert.
Setzt man das in 4 ein so gibt das \y(14 + 15A;) = 0, also Ay = 0 oder

N = — 14
1= 715
A2 = 0 liefert dann x = y = z = 0 im Widerspruch zu Gleichung 5.
A = —% liefert aus 1-3 die Losung x = —%Ag,y = }—g/\g,z = %AQ von

1-4. In 5 eingesetzt liefert das Ay = :i:1—25, / % und somit x = F %, Y=

2 13 ,_ .3 /13
e VAT A== T VA TS
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e )\ = —1 liefert in 1 Ay = 0 und damit in 2-3 z = y = 0. Mit g; = 0 liefert
das auch x = 0, sodass dieser Fall entfillt.

o )\ = —% liefert in 2-3 A = 0 und dann in 1 = = 0. In 4 eingesetzt

haben wir also y = —%z und damit aus 5 z = £,/ % und zuriick in 4
Y = :F%w/%- Der Wert zu
Die potentiellen Extremwerte sind damit
_ 13 2 /13 ;3 /13 _ 14 42 /13
(z,y,2) = <$ 15 £33/ 150 £33 ﬁ) zu (A, Az) = <—1—57i1—5 1—5>
(.2 = (0732 £/2) 2 (k) = (-5,0)

Zur weiteren Untersuchung der Extremstellen gehen wir auf zwei Arten vor:

1. (Mit Hilfe der Hessematrix der Lagrangefunktion)

Die Hessematrix der Lagrangefunktion ist

0 0 2z 4y 4z

0 0 1 2 3
HL= |2z 1 2(1+X\) 0 0

4y 2 0 2(1+42\) 0

4z 3 0 0 2(1+2\)

Wegen n = 3 und k& = 2 haben wir hier nur det HLP! = det HL zu
untersuchen. Fiir die ersten beiden Losungen ist (—)3det HL > 0 und
fiir die zweiten beiden ist (—1)*det HL > 0, sodass die ersten beiden
Maxima und die zweiten Minima liefern.

2. (Mit Hilfe eines Kompaktheitsarguments)

Als Schnitt eines Ellipsoiden mit einer Ebene ist die Nebenbedingungs-
menge kompakt und besitzt, da in Gleichungsform gegeben, keinen Rand.
Daher brauchen wir lediglich die Funktionswerte der moéglichen Extrem-
werte berechnen und erhalten

; 13,2 /13,3 f18)_18 41 013 14
NV BV BVs "5 35 135 5
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3 2 >\ 91 2 1
/ (0’$2\/ 137V 13) 513 T 13 2

Damit liefern auch bei dieser Untersuchung die ersten beiden Punkte die
Maxima und die zweiten beiden die Minima.

2.7 Grundlagen gewdhnlicher Differentialgleichungen

2.7.1 Problemstellung und elementare Beispiele
2.7.1.1 Problemstellung

Wir haben im vorigen Kapitel Gleichungen der Form F'(z,y) = 0 untersucht
und diskutiert, ob und unter welchen Bedingungen es eine Funktion g : x
g(x) gibt, sodass mit y = g(z) die Gleichung F'(z, g(x)) = 0 erfiillt ist.

Allgemein sprechen wir von einer Differentialgleichung, wenn eine Relation oder
ein Problem gegeben ist, deren Losung eine Funktion ist, und die Formulierung
des Problems neben der Funktion selbst auch deren Ableitungen enthélt.

Das einfachste Beispiel ist die Suche nach einer Stammfunktion: Hier ist eine
Funktion f : x — f(z) gegeben und gesucht ist eine Funktion g :  — g(x) mit
g'(x) = f(x). Fiir so eine gesuchte Funktion schreiben wir in diesem Abschnitt
in der Regel y : © — y(z), sodass sich das obige Problem wie folgt formulieren
léasst:

Gegeben eine Funktion f; gesucht ist eine Funktion y mit ¢’ — f(x) = 0.

Genauso konnen wir natiirlich allgemeinere Probleme mit hoheren Ableitungen
formulieren:

Beispiel 2.7.1. 1. Die Gleichung y” — 2¢ = 0 hat die Losung y(z) =
cx?® + bx + a.

xT

2. Die Gleichung ¢y — y = 0 hat die Losung y(x) = ce®.

3. Die Gleichung y” + y = 0 hat die Losung y(z) = cos(z), aber auch
y(x) = sin(z).
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4. die Gleichung (y™)? 4 y? = 2yy™ hat die Losung y = ¢®, aber auch
y(x) = e oder y(z) = sin(x) oder y(x) = cos(z).

5. Die Gleichung 3’ — y* — 1 = 0 hat die Losung y(x) = tan(z).

6. Die Gleichung (y')? — 4y = 0 hat die Losung y(z) = (z + ¢)?, aber auch
y(z) =0.

7. Die Gleichung 22(y/)? + y* — (v')? = 0 hat die Losung y(z) = eesin(@),
aber auch y(z) = 0.

Beispiel 2.7.2. Die Kreise mit Radius 7 und Mittelpunkt auf der x-Achse
sind von der Form (z — a)? 4+ y* — r* = 0. Nehmen wir y als Funktion von
an und differenzieren die Kreisgleichung so erhalten wir (x —a) 4+ yy’ = 0 oder

(x — a)? = y*y”. Einsetzen in die Ausgangsgleichung eliminiert den Parameter
a und liefert die DGL

V)P +yt—r*=0.

Losungen dieser DGL sind die den Kreis beschreibenden Funktionen y(z) =
+4/72 — (z — a)? und zusétzlich noch y(x) = £R.

Diese ersten Beispiele motivieren die folgende Definition

Definition 2.7.3. Es sei D € R**? und F : D — R stetig.®)

1. Die Gleichung

F(:C7 y? y/7 y”? st 7y(k)) = 0

heifit gewdhnliche Differentialgleichung (DGL). Als Ordnung der DGL
bezeichnen wir die grofite Zahl k derart, dass y™® nicht-trivial in der
impliziten Funktion F' auftritt. Ist die Gleichung in der Form

(k) (kfl))

Yy = flx,y, v,y

gegeben, so sprechen wir von einer expliziten DGL.

()Diese Bedingung kénnen wir abschwichen. Hier und im Folgenden sind jedoch alle
betrachteten Funktionen mindestens stetig, es sei denn, es wird explizit etwas anderes
vorausgesetzt.
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2. Unter einer Losung der DGL F(z,y,y/,...,y*) = 0 verstehen wir eine
Funktion y : x +— y(x), die auf einem Intervall I C R definiert ist, und
fiir die Folgendes gilt:

e y ist k-mal differenzierbar,
o (z,y(z),y(z),....,y"(z)) € D fiir alle z € I und
o F(z,y(z),y'(z),...,y"(z)) =0 fiir alle z € 1.
Beispiel 2.7.4. Die DGLn aus den vorigen Beispielen 1., 2., 3. und 5. sind

explizit und haben die Ordnungen 2,1,2 und 1, die DGLn aus den Beispielen
4., 6. und 7. sind von den Ordnungen 4, 1 und 1 und sind nicht explizit.

Definition/Bemerkung 2.7.5. Die Losungen, die wir in den Anfangsbei-
spielen erhalten haben hiangen in der Regel von freien Parametern ab. Diese
ergeben sich typischerweise bei der Integration. Suchen wir spezielle Losungen,
so miissen wir diese Parameter fixieren. Das kann man tun, indem man angibt,
welche Werte die gesuchte Funktion an vorgegebenen Stellen annehmen soll.
Diese Vorgaben (z;,y(x;)) nennt man Anfangswerte. Da bei einer DGL k-ter
Ordnung im Wesentlichen k Integrationen nétig sind, werden zur Festlegung
der k freien Parameter k solcher Anfangswerte vorgegeben.

Die Suche nach einer Losung y : x +— y(z) der Gleichungen
F(a,y(x),y'(2),...,y" () =0,
y(x0) = o, ¥'(x0) = m, -, y* D (x0) = mes

nennt man Anfangswertproblem (AWP).

Wir verallgemeinern den Begriff aus der Definition 2.7.3 etwas:

Definition 2.7.6. Ein DGL-System vom Rang n und Ordnung k ist gegeben
durch n Funktionen F; : D — R, 1 <i <n, mit D ¢ R™**D+! ynd ist von
der Form

k
Fl(x7y1""7yn7y:,[?"‘7y;177"‘7y:([ )7"‘7 T(Lk))zo

k
Fn(xvyla"‘7yn7y/17'”7y;ma"'7y§ )77y7€l,k)>20



2.7 Grundlagen gewohnlicher Differentialgleichungen 217

Nutzen wir die Vektorschreibweise F' = (Fy,..., F)T, y= (y1,...,y.)7

yF) = (yik), e ,yflk))T, so schreibt sich das System kurz als

ge e ey

F(m,y,...,y(k)):O

und hat formal die gleiche Form wie im Fall n = 1. Auch hier heifit das
DGL-System explizit, wenn es sich in der aufgelosten Form

k k—1 -

y;):f1<x7y17"'ayn7"'7y§ )”yT(lk 1))
k—1 —

yT(Lk):fn(xaylv"'aynw"7y§ )7’y7(Lk 1)>

darstellen ldsst. Als Losung des DGL-Systems bezeichnen wir hier eine Menge
von Funktionen y; : I — R, 1 <7 < n, die auf einem gemeinsamen Intervall /
definiert sind, und fiir die gilt

e y; ist k-mal differenzierbar fiir alle 1 <1 < n,

o (4 (2), yn(®), i (@), (@), (@), e (@) € D fiir al-

le z € I und

o Fi(z,p1(2), . oyn(@), (@), . yh (@), oy (@), e (1) = 0
firallez e Tund 1 <i <n.

Beispiel 2.7.7. 1. Ist A = (a;;) € M,R eine quadratische Matrix, so ist
fiir vorgegebene Funktionen fi,..., f,

an Yy +anys+ ...+ amy, + filz,yn, .o yn) =0
as Yy + aseyh+ ...+ az yh + folz,yr, ... yn) =0

&nlyll+an2yé+"-+anny;1+fn(mayla"'7yn) =0

ein DGL-System vom Rang n und erster Ordnung. Ist A invertierbar mit
inverser Matrix B = (b;;) € M, R, so lisst sich das System &dquivalent
als explizites DGL-System schreiben:

y1 = bu fr(z,yn, o yn) o b fulyn, s Yn)
y;:b21f1(x>y1a~-'>yn)+---+b2nfn(x7yl>"'ayn)
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y;z:bnlfl(xayh'"ayn)+"'+bnnfn(x7y17"'7yn)

Das wird insbesondere klar, wenn wir die Vektornotation benutzt: das
erste System ist dann gerade Ay’ + f = 0 oder eben ¢ = Bf.

. Wir betrachten den Fall einer sich schnell ausbreitenden Zombieepidemie,

die sich durch Bisse ausbreitet. Es bezeichne

Y1 die Zahl der Menschen, die infiziert werden konnen ,
Yo die Zahl der Zombies,
Y3 die Zahl derer, die immun sind gegen das Zombievirus

oder bereits gestorben sind ,

und

den Infektionskoeffizienten ,

b den Gesundungs- und Sterbekoeffizienten .

Wir nehmen an, dass wiahrend der gesamten Zeit der Ausbreitung, die
Gesamtbevolkerung konstant bleibt, dass gesundete Personen immun
sind, und, dass tote Zombies nicht mehr infektits sind. Auflerdem gebe es
einen Impfstoff gegen das Zombievirus und p(x) sei die Zahl der zur Zeit
x geimpften Personen. Dann erfiillen (y;,ys,ys3) das folgende explizite
DGL-System

Y= —ayiy2 — p
Yy = ay1ya — bys
ys =bys +p

Wegen y; + y2 + y3 = const ist insbesondere | + y5 + y5 = 0.

. Es sei y® = f(x,y,9/,...,y* V) eine explizite DGL k-ter Ordnung.

Setzen wir nun

Y=Y, Y=y, Y=y
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so lésst sich die obige DGL als DGL-System vom Rang k£ und Ordnung
1 schreiben:

Yr =2
yé =3

/
Ye—1 = Yk

y;c:f(xayla"wyk)

4. Analog kénnen wir ein explizites DGL-System vom Rang n und Ordnung
k in ein explizites DGL-System vom Rang nk und Ordnung 1 umformen.

Fragen, die sich bisher natiirlich ergeben, sind zum Beispiel

e Wie finden wir eine Losung?
e Wie viele Losungen gibt es?
e Gibt es Bedingungen, sodass eindeutige Losungen existieren?

e Koénnen wir aus vorgegebenen Losungen neue konstruieren?

Wir wollen uns zunéchst der ersten Frage widmen und einige Beispielklassen
betrachten.

2.7.1.2 Die separierbare DGL

Definition/Satz 2.7.8. Ein DGL erster Ordnung heifit separierbar, wenn
sie sich in der Form

h(y)y = g(x)

schreiben ldsst. Diese hat die implizite Losung

/h(y)dy - /g(w)dw =0.
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Beispiel 2.7.9. Die DGL xyy’ + (1 + y?) = 0 lisst sich umschreiben zu

1 2yd 2
Y y' = ——. Sie hat damit die implizite Losung / vy o _ / —dx
1492 x 1492 x

2
oder In(1 + ?) = —In(2?) 4+ c oder y = + a_2 — 1 mit a® = e¢ > 0. Sie ist
x

auf den Intervallen |0, a[ und | — a, 0] definiert.

Beispiel 2.7.10 (Homogene DGL). Eine DGL vom Typ

)
=12
x
heifit homogene DGL. Durch die Einfithrung der neuen Funktion v mit y = zu

also v’ = u~+zu’ wird die Ausgangs-DGL zu u+zu' = f(u) oder zu' = f(u) — u,
also zu einer separierbaren DGL fiir die Funktion w.

Y

v=1(5) yzm e =sw-u

Als Beispiel betrachten wir die DGL (z +y) — (x — y)y’ = 0 diese lésst sich

1+4 .
. Damit

T

.. . o .. o
fiir y # x umschreiben zu 3’ = i—j oder, fir z # 0, zu y =
erhalten wir fiir die Funktion v mit y = xu die DGL zu' = ﬁ—u — U= —%

u—l g = —%. Damit erhalten, z.B. durch Partialbruchzerlegung wir die

i
implizite Losung 1 In(1 + u?) — arctan(u) = —In|z| 4 ¢. Fiir die gesuchte
Funktion y liefert das 1 In(z? + y?) — arctan(¥) = c.

oder

Beispiel 2.7.11. Es seien a, b, ¢, a,b, ¢ € R und die DGL

, ar +by +c
= (e
ar + by +c
gegeben.

o Ist ab — ab = 0, dann fiihrt Substitution © = azx + by + ¢ auf eine
separierbare DGL.
In diesem Fall ist 4 = 3(v' — a) und artbyte _ __bu sodass die

: ar+y+c bu+cb—cb’
u

A DGL zu v/ = b <—

usgangs Zu u f Tt bk

) — a wird.

e ist ab — ab # 0, dann haben die Geraden {(z,y) | ax + by + ¢ = 0} und
{(z,y) | ax + by + ¢ = 0} einen Schnittpunkt (p, ¢). In diesem Fall fiihrt
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die Substitution ¢t = z — p und u(t) = y(t + p) — ¢ = y(z) — ¢ auf eine
homogene DGL.

. o o ar+by(x)+c _  at+ap+bu(t)+bgt+c
Es ist /() = y'(t +p) = y'(«) und az+by(z)+c —  at+aptbu(t)+bgte

gii—gz = Zigg Damit liefert die Ausgangs-DGL fiir die Funktion u(t) die

_ , a+ by

homogene Gleichung v’ = f(_ = )
a+by

Beispiel 2.7.12 (Radioaktiver Zerfall). Die Zerfallsrate eines radioaktiven

Materials zu einem Zeitpunkt ¢ ist proportional zu dem zu dieser Zeit vorhan-

den Menge des Materials. Ist also y(¢) die Menge des Materials, so erfiillt die

Funktion y : t — y(t) die separierbare DGL

/

y=-"Y,

wobei v > 0 eine vom Material abhéngige Konstante ist. Dies hat die Losung
y(t) = Ce™ . Ist etwa zur Zeit ¢y die Materialmenge y(ty) = o, so ist
C = yoe'™, sodass die Losung die Form y(z) = yoe ™) bekommt.

Als Halbwertzeit Ty bezeichnet man die Zeit, die benotigt wird, um durch
Zerfall die Menge des Stoffs zu halbieren: y(t + Ty) = 2y(t) oder e "THy(t) =
e~y (¢) oder vTy = In(2). Wihlen wir nun diese Materialgrofie als Parame-
ter, so lautet die Losung

t—t
—1In(2) THO

y(t) = yoe

2.7.1.3 Verlauf von Losungen am Beispiel der logistischen DGL

Die Funktion y : t — y(t) beschreibe die Anzahl einer Population zur Zeit
t. Weiter seien die Geburten- und Sterberaten durch B : t — B(t) und

D :t+— D(t) gegeben. Dann entwickelt sich eine ideale Population geméf der
DGL

y'=(B-Dy.

Ist die Differenz aus Geburten- und Sterberate konstant, so ergibt sich analog
zu Beispiel 2.7.12 ein exponentielles Populationswachstum oder ein exponenti-
elles Populationssterben, je nachdem, ob B — D > 0 oder B — D < 0.
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Ziehen wir Konflikte innerhalb der Population mit in die Diskussion ein und
nehmen an, dass R = B — D konstant ist, so erhalten wir die logistische DGL

r=mi-3)

Hierbei nehmen wir an, dass die Rate der Konflikte zu einem ”nicht-gutem”
Ende fiir die Population fiihrt und proportional zum Quadrat y* der Populati-
onszahl ist.

Bemerkung 2.7.13 (Logistische DGL). Die logistische DGL y' = Ry(1— %)
mit R, K > 0 ist separierbar mit impliziter Losung

=
)

‘ = Ce i,

0. Die konstante Funktion y = K ist eine Losung der logistischen DGL.
1. Ist y > K, so eine Losung durch y(t) = =2 gegeben.

2. Ist y < K, so ist eine Losung durch y = ﬁ gegeben.

Ist y(to) = yo > K als Anfangswert vorgegeben, so sind wir im ersten Fall und
es ist C' = y—lo(yo — K)eft Ist y(ty) = yo < K als Anfangswert vorgegeben, so

sind wir im zweiten Fall und es ist C' = —%(yo — K)efo, Nehmen wir noch
den nullten Fall dazu so ergibt sich als eine Losung des Anfangswertproblems
y(t) =K falls yo = K
K
y(t) Yo falls yo # K

"o K)o Tew
Fiir die nicht-konstante Losung gilt tlim y(t) = K. Spéter in Satz 2.7.23 werden
—00

wir zeigen, dass die Losungen der Anfangswertprobleme eindeutig sind. Die
Losungen der sind in Abb. 2.7.1 skizziert.

2.7.1.4 Die exakte DGL

Definition 2.7.14. Eine DGL der Form

flx,y) +g(x,y)y =0
heiflt
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Abbildung 2.7.1: Der Verlauf der Losungen der logistischen DGL
Y
Yo > K

yo = K

Yo < K

to

1. exakt, wenn es eine Funktion h(x,y) gibt, g—z = f und g—}y‘ =g.

2. exakt mit integrierendem  Faktor p(z,y), wenn die DGL
/,L(.'L', y)f<x7y) + ,LL(.ZU, y).g(xa y)y/ = ( exakt ist.

Satz 2.7.15. Sind f und g stetig differenzierbar, so ist die DGL f(x,y) +
g(x,y)y = 0 genau dann exakt, wenn g—g = %.

Beweisskizze. Die Richtung "=" folgt aus dem Lemma von Schwarz. Die
Riickrichtung ”<=" werden wir im dritten Teil der Vorlesung beweisen. [J

Bemerkung 2.7.16. 1. Losungen der exakten DGL f(x,y)+g(z,y)y =0
sind implizit durch die Gleichung h(z,y) = ¢ gegeben.

2. Wird eine Gleichung durch einen integrierenden Faktor exakt, so kann
es vorkommen, dass die original DGL mehr oder auch weniger Losungen
hat als die dann exakte DGL. Zum Beipiel kommen die Losungen
y : @ +— y(z) mit m(x,y) = 0 hinzu.

3. Einen integrierenden Faktor zu finden ist in der Regel schwer. In spezi-
ellen Fallen lasst sich mit von Satz 2.7.15 eine gewthnliche DGL fiir p
angeben, mit deren Hilfe man p bestimmen kann.
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2.7.1.5 Die lineare DGL erster Ordnung

Definition 2.7.17. Als lineare DGL erster Ordnung bezeichnet man eine
DGL der Form

Y+ pla)y = q()
mit zwei Funktionen p, ¢, die nur von = abhéngen.

Bemerkung 2.7.18. 1. Die lineare DGL erster Ordnung ist exakt mit
integrierendem Faktor

p(z) = el PO

2. Es sei p wie oben. Dann sind die Funktionen

1
y(z) = —/u(ft)q(x) dt
()
Losungen der linearen DGL 3’ + py = ¢. Die Integrale sind hier als
unbestimmte Integrale zu verstehen.

3. Die lineare DGL erster Ordnung zusammen mit dem Anfangswert
y(xo) = yo hat die Losung

y(x) = e F PO <?J0 + / p(t)q(t) dt) :
o
Beispiel 2.7.19 (Elektrische Schaltkreise). Wir betrachten eine Reihenschal-
tung aus Widerstand und Kondensator, die von einer externen Spannungs-
quelle versorgt wird. Die Spannung habe den zeitlichen Verlauf U(¢) und
der Widerstand und die Kapazitéit des Kondensators seien konstante Gréfien
R und C, siehe Abb. 2.7.2 Weiter bezeichne I(t) den Strom im Stromkreis
und Q(t) die Ladungsmenge des Kondensators zur Zeit t. Dann gilt fiir die
Spannungen Ugr und Us am Widerstand und am Kondensator Ugs = % und
Ur = RI. Die Stromstérke im Stromkreis entspricht genau der Anderung der
Ladung des Kondensators, also Q'(t) = I(t). Weiter wissen wir, dass sich die
Gesamtspannung der Komponenten in der Reihenschaltung zur angelegten
Spannung addieren, U = Ugi + Ug. Somit erhalten wir eine lineare DGL fiir

die Ladungsmenge @)

/ 1 _
RQ'+ =Q=U()
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Abbildung 2.7.2: Die RC-Schaltung

R
{1
U(t) - C
mit der Losung
1 [t o s
Qt) = (Q(O) + E/ U(U)eRcdv>e RC .
0

Im Fall einer konstanten Spannungsquelle und einem nicht-geladenen Konden-
sator Q(0) = 0 liefert das

Q(t) = UyC(1 — ere)

und damit

Fiir ¢ — oo nimmt der Ladestrom immer weiter ab und die Ladungsmenge
des Kondensators nihert sich dem Maximalwert Qg = UyC', sieche Abb. 2.7.3.

Beispiel 2.7.20 (Bernoulli-DGL und Ricatti-DGL).
1. Die Bernoulli-DGL
v+ f@)y = glx)y”
wird mit der Substitution z(z) = y' () zu der linearen DGL
Z4+(1—n)f(x)z=(1—-n)g(x).
Diese Substitution ist nur fiir Losungen y mit y(x) > 0 durchfiihrbar.
2. Die DGLn der Form
y = f(@)y* + g(z)y + h(z)

heiflen Riccati-DGLn. Kennen wir eine spezielle Losung ¢ der Riccati-
DGL, so fiihrt die Substitution z(z) = y(z) — g(x) auf die Bernoulli-DGL

¢ = (2f(@)y(x) + g(2))z = fA(2)y*.
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Abbildung 2.7.3: Spannungsverlauf der RC-Schaltung

Q.
Q() = Uv()O

2.7.2 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Im vorigen Abschnitt haben wir uns einige Beispiele fiir DGLn angeschaut
sowie Losungswege und -ansétze diskutiert. Dabei blieb stets die Frage offen,
ob die angegebene Losung eindeutig war, oder ob es mehrere Losungen gibt.
Die Antwort dafiir ist der zentrale Teil dieses Kapitels. Die Eindeutigkeit
einer Losung kann schon allein wegen der auftretenden Integrationskonstanten
nicht die richtige allgemeine Fragestellung sein; vielmehr miissen wir uns zur
Festlegung der Konstanten ein Anfangswertproblem im Sinne von Definition
2.7.5 ansehen.

Aber auch hier ist die Eindeutigkeit nicht ohne weitere Voraussetzung an die
DGL klar, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.7.21. Wir betrachten die DGL y' = 2,/y diese ist separierbar und
hat wegen y,vy" > 0 die Losungen

0 falls x <
{ PEL=C Sowie y(x) =0.

(r —c¢)? fallsz >c
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Abbildung 2.7.4: Die Losungen y. des AWP y' = 2,/y, y(0) = 0, fiir ¢ =

Y

0.

oo

0.

(=2}

0.

~

0.

[3S}

399 1Ty 9
-1 0

Das AWP y' = 2,/y, y(0) = 0 hat damit unendlich viele Losungen, die auf
0 falls x < ¢

ganz R definiert sind: Fiir jedes ¢ € R ist Ye(z) = {( )2 fall
Tr—c alls z > ¢

eine Losung, sieche Abb. 2.7.4.

Dagegen hat das AWP g = 2,/y, y(0) = 1 unter den obigen allgemeinen
0 falls x < —1

Losungen die einzige Los _ = -
ungen die einzig ung y_1(x) {(x 1P Ralls o> 1

Bevor, wir den zentralen Satz formulieren, ben6tigen wir noch etwas Hand-
werkzeug.

Definition/Bemerkung 2.7.22. 1. Es sei UC R* und f : RF — R™
Dann heifit f lokal Lipschitz-stetig, wenn es fiir alle konvexen, beschrank-
ten, offenen Mengen N mit N C U eine Zahl Ly > 0 gibt, sodass fiir
alle z,y € N

1 () = F@Il < Lnllz =yl

2. Jede stetig differenzierbare Abbildung f : U — R", U C R*, ist lokal
Lipschitz-stetig. Als Lipschitz-Konstante konnen wir auf der konvexen,
beschriinkten Menge N C U die Zahl

Ly = max | Df(z)]
zeN
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wéahlen, siehe Satz 2.5.28.

Mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes beweisen wir das folgende Resultat.

Satz 2.7.23 (Existenz- und Eindeutgkeitssatz von Picard-Lindelsf). Gegeben
sei das explizite DGL-System erster Ordnung

y = f(x,y)

mit f: I x U — R" definiert auf dem Produkt des offenen Intervalls I C R
und der offenen Menge U C R™. Weiter sei f lokal Lipschitz-stetig. Dann gilt:

1. Zu jedem Punkt (z¢,y°) € I x U gibt es ein Intervall I(zo) = [xg —
€,x0 + €] C I und eine Abbildung g : I(zo) — R"™ mit

o ¢ (x) = f(x,9(x)) fir alle x € I.(zo) und
o g(zo) = y".
2. Ist g = I.(2°) — R™ eine weitere Lisung des Anfangswertproblems
y' = f(z.y), y(zo) = y°, so gilt bereits g = g.

Folgerung 2.7.24. 1. Die Umformulierung des AWP zur Gleichung
ow) =+ | Flt.gt)ds
x0

liefert mit dem Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes (BFS) ein
[terationsverfahren zur Bestimmung der eindeutigen Losung:

go(z) :==1° gn(z) = 1" + /I f(t,gn_1(t))dt.

Gemif Konstruktion der Menge, auf der wir die obige Fixpunktglei-
chung definieren, konvergiert die so definierte Funktionenfolge (g, )
beziiglich der Supremumsnorm gegen die eindeutige Losung ¢ des
AWP. Mit anderen Worten: die Funktionenfolge (g, ) konvergiert gleic-
hméBig gegen g.

2. Der Beweis des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes zeigt, dass es aus-
reicht, die lokale Lipschitz-Stetigkeit von f im zweiten Argument zu
fordern, also ||f(x,y) — f(x,9)|| < L|ly — g|| fiir ein L > 0.
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3. Haben wir die Losung des AWP auf dem Intervall I.(z() erhalten, so
konnen wir den Iterationsprozess mit dem Anfangswert (zo+e€, y(zo+€))
erneut starten. Dadurch erhalten wir eine Losung auf einem grofleren
Intervall I’ D I.(zo). Wir kénnen dabei in der Regel nicht erwarten, dass
wir bei diesem Prozess eine Losung auf ganz I gewinnen. Nichtsdestotrotz
ist das in speziellen Fillen moglich, siehe Kapitel 3.1.

Zum Abschluss folgen noch einige Bemerkungen, die hier ohne Beweis bleiben.

Bemerkung 2.7.25. 1. (Satz von Peano). Schwicht man in Satz 2.7.23
die Bedingung an die Regularitidt ab und fordert lediglich die Stetigkeit
von f : I xU — R, so folgt immer noch die Existenz der Losung
g : I.(zg) = R™ der Losung des AWP. Die Eindeutigkeit der Losung ist
in der Regel nicht mehr gegeben, siehe Beispiel 2.7.21.

2. Eine wiinschenswerte Eigenschaft der Losungen des AWP ist: Andern
wir den Anfangswert (zg,y°) nur ein wenig und dndern wir die Abbil-
dung f nur ein wenig, so dndert sich die Losung auch nur ein wenig.
Mathematischer formulieren wir das wie folgt.

Die Abbildung f : I x U — R" erfiille die Bedingungen aus Satz 2.7.23
und f : I x U — R" sei stetig. Weiter seien g die eindeutige Losung des
AWP o = f(x,y), y(x9) = y° und g eine Losung des AWP 3/ = f(x,v),
y(zg) = 7°. Es gelten die Abschitzungen

I =l <y wmd | fy) - flay)| <6

Dann folgt

q T—0 0 T—0
o) 3] < nebesl + L e 1)

mit der Lipschitz-Konstante L von f.

Das bedeutet: Wir finden stets eine kleine Umgebung um unseren Start-
wert zg, sodass sich die beiden Losungen dort nur wenig unterscheiden.
Man kann das jedoch nicht auf dem gesamten Definitionsbereich der
Losungen erwarten: Sind beide Losungen fiir z mit grofiem |x — x|
definiert, so kénnen schon kleine Anderungen in den Daten des AWP
"auf lange Sicht” grofle Fehler in der Losung liefern.
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2.8 Anhang Analysis Il: Werkzeuge aus der linearen Algebra

Wir betrachten in diesem Anhang nur reelle Vektorraume, obwohl sich viele
der Aussagen mit kleinen Modifikationen auch auf komplexe Vektorrdume
iibertragen lassen. Ebenso betrachten wir nur endlichdimensionale Vektor-
rdume, obwohl auch hier viele der betrachteten Begriffe auch auf allgemeinen
Vektorrdaumen erklirt sind.

2.8.1 Normen und Matrixnormen

In diesem Anhang sammeln wir einige Begriffe aus der linearen Algebra zum
Thema Normen und Matrixnormen.

Definition 2.8.1. Eine Norm auf einem Vektorraum V ist eine Abbildung
-] : V — R=2° mit

1. |lv]] = 0 genau dann, wenn v = 0.

2. |lav|| = |a] |Jv]| fiir alle v € V und « € R.

3. v +w| < ||| + JJw]| fir alle v,w € V.
Die letzte Eigenschaft heifit Dreiecksungleichung. Das Paar (V.|| - ||) heifit
normierten Raum.

Beispiel 2.8.2. 1. Auf dem Vektorraum R"™ definieren die folgenden Aus-
driicke Normen

n n
o [lelhii=20wl, e llwllai=y /2w, e [|o]le = max |z,
=1 =1 <i<n

oder allgemeiner fiir p € N*

n
o |lzll, = ’{/Zl j:[P.
1=

Diese Normen heiflen p-Normen, p € N* U {oo}.

2. Ist || - || eine Norm auf R", dann ist fiir jedes ¢ > 0 die Abbildung
x +— c||z|| ebenfalls eine Norm.
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3. Sind || - ||y bzw. || - ||lw Normen auf R" bzw. R™, so wird durch
(v, w)[| == fJvllv + llwllw

fiir alle v € R™, w € R™ die direkte Summe R"" ~ R"” & R™ zu einem
normierten Raum.

4. Identifizieren wir den Vektorraum M, ,,R der m x n-Matrizen auf die
iibliche Weise mit dem R™", so konnen wir auf ihm die Normen aus
Beispiel 1. analog definieren. Als ausgezeichnete Norm bezeichnen wir
das analoge zur 2-Norm als Frobeniusnorm und schreiben

IAllF =

Ebenso nennen wir das (skalierte) analoge zur co-Norm die Totalnorm

auf M, R
|Al|7 = vmn max |A;]|.
1<i<m
1<j<n
Satz 2.8.3. Es seien || - ||v bzw. || - ||lw Normen auf R™ bzw. R™. Dann wird
durch
[Allvw = max [[Az|lw
ll=llv=1
eine Norm auf M, R definiert. Sie heifit die zu || - ||y und || - |w assoziierte
Matriznorm.

Bemerkung 2.8.4. Die assoziierte Matrixnorm hat die folgenden Eigenschaf-
ten.

Ax
1. ||A||\4W:sup—|| ”W.
o£0 ||Z]lv

2. Fur alle z € Vist || Az|lw < || Allv.w ||z]v.

Bemerkung 2.8.5. Wir konnen die expliziten Formen der assoziierten Ma-
trixnormen wie folgt erhalten:
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e Schétze zunichst || Az ||y ab, d.h. finde eine Zahl A mit | Az||w < A||z||v.
Dieses A erfiillt dann [|A|lyw < A

e Dann gib ein z € R™ an mit ||z|ly = 1 und ||Az|lw = A. Damit folgt
A< [|Allvw

Zusammen gilt somit || Ay = A

Beispiel 2.8.6. Auf dem R" und R™ betrachten wir jeweils die p-Normen

mit dem gleichen p. Dann sind die assoziierten Normen auf M,, ,, gegeben
durch

L || Alha = 11;1;12;; |A;;l  (Spaltensummennorm)

n

2. | Alloo,0 = lrggnzl |Ai;|  (Zeilensummennorm)
J:
3. [[Allz2 = vV Amax(ATA)  (Spektralnorm)
Hier bezeichnet A\yax(ATA) den groBten Eigenwert der Matrix AT A.

Auf der Menge der quadratischen Matrizen haben wir eine zusétzliche Struktur,
namlich die Matrixmultiplikation. Um diese geeignet mit in die Diskussion
einzubinden definieren wir wie folgt.

Definition 2.8.7. Eine Norm ||-|| auf dem Vektorraum M,,R der quadratischen
n X n-Matrizen heifit Matriznorm, wenn sie zusétzlich submultiplikativ ist, d.h.
es ist

[AB| < || Al || B
fiir alle A, B € M,RR.

Satz 2.8.8. Fs seien || - ||v und || - ||[w Normen auf dem R™.
1. Auf der Menge der quadratischen Matrizen M, R ist die assoziierten

Norm || - ||v.w submultiplikativ, also eine Matriznormen. Diese nennen
wir die assoziierte Matrixnorm
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2. Ist speziell || - [[v = || - |lw, so erfiillt die assoziierte Matriznorm stets
1Ly = 1.

Beispiel 2.8.9. 1. Die Frobeniusnorm ist submultiplikativ und erfiillt
|1||F = +/n. Sie ist also eine Matrixnorm, aber keine assoziierte Ma-~
trixnorm.

2. Die (unskalierte) co-Norm [|A|| := max{|A4;||4,j =1,...,n} auf M, R
erfilllt ||1]] = 1. Sie ist jedoch nicht submultiplikativ, denn fiir die
Matrizen A mit A;; = 1 fiir alle i, j ist [|A]| = 1. AuBerdem gilt A* = nA,
also ||A?|| = n. Zusammen haben wir also ||A?| > ||A]|?. Damit ist || - ||
sie keine Matrixnorm.

3. Die Totalnorm als skalierte Variante der co-Norm ist zwar submultiplika-
tiv, sie erfiillt jedoch ||1||z = n und ist somit ebenfalls keine assoziierte

Matrixnorm.
Definition 2.8.10. 1. Esseien |||y bzw. ||-|lw Normen auf R™ bzw. R™.
Eine Norm || - || auf M, ,,R heiit mit || - ||y und || - || vertrédglich, wenn

[Azflw < [|A]l [[2]lv
fir alle A € M,,,,, und x € R".

2. Eine Norm ||-|| auf M,,,R heifit mit der Norm ||-||o auf M, ,,R vertriglich,
wenn

IABllo < [[All | Bllo

fiir alle A € M,,R und B € M, ,,R". Dies ist eine Verallgemeinerung
der Submultiplikativitat.

Beispiel 2.8.11. 1. Per Definition ist die assoziierte Norm || - ||y, mit
| - [[v und || - ||w vertréglich.
2. Die Frobeniusnorm || - || aud M, ,R ist mit || - ||z auf R" und R™

vertraglich, d.h.
[Az]la < [|A[lp[l]l2

fir alle A € M,,,R und z € R"™.
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3. Die Frobeniusnorm auf M,,R ist mit der Spektralnorm || - ||2 2 auf M, ,,R
vertraglich, d.h.

[AB|l22 < [|AllF [ Bll2.2
fir alle A € M,,,R und B € M, ,,R.

4. Die Totalnorm auf M,,R ist fiir alle p € N* U {oo} mit den assoziierten
Matrixnormen || - ||,, auf M, R vertriglich, d.h.

[AB|lpp < |All7 | Bllpp
fir alle A € M,,,R und B € M, ,,R.

Bemerkung 2.8.12. 1. Da bekanntlich im Zahlenraum alle Normen &qui-
valent sind, kénnen wir samtliche Normen auf M,, ,,R gegeneinander
abschétzen, siehe 2.4.19. Das liefert interessante Ungleichungen im Zu-
sammenhang mit Matrizen.

2. Eine Ungleichung die nicht aus der Aquivalenz herriihrt ist die folgende,
die fiir alle A € M, R gilt:

2
(FAll22)" < ALl Allsc.oe -

Bemerkung 2.8.13. 1. Statt in Satz 2.8.3 die Argumentation mit Matri-
zen zu machen, konnen wir allgemeiner die assoziierte Abbildungsnorm
| - lx,y Norm genauso auf der Menge L(X,Y") der linearen Abbildun-
gen zwischen zwei normierten Vektorrdumen (X, || - [|x) und (Y, || - [|v)
definieren. Fiir ® € L(X,Y) ist

1®]xy = max [[®(z)]y .
Jafl x=1

2. Auf die gleiche Weise bekommen wir auch eine Norm || - || x vz auf der
Menge Bil(X,Y;Z) der bilinearen Abbildungen von den normierten
Vektorrdumen (X, || - ||x) und (Y, || - [|y) in den normierten Vektorraum
(Z,|| - ||z). Fir p € Bil(X,Y; Z) ist

18]lxy.z := max [[5(z,y)]z
Jal =1
lylly=1

Diese Norm hat ebenfalls die Vertréglichkeitseigenschaft

18(z, )|z < |Bllxy.z llzlx [lylly -
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3. Betrachten wir in 2. den Spezialfall X =Y = R" und Z = R. In diesem
Fall ist 3 eine gewohnliche Bilinearform und kann durch eine Matrix, etwa
B € M,R, beschrieben werden und es ist 8(z,y) = 27 By = (z, By).
Wihlt man in R" die gewohnliche 2-Norm so erhélt man mit der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung

18(z, y)| = [{z, By)| < ||zl Byll2 < | B[ [|z2[lllyll2

fiir jede mit || - ||2 vertragliche Matrixnorm || - ||. Hier kann man selbst-
verstdndlich die assoziierte Matrixnorm || - |22 wihlen, aber ebenso die
Frobeniusnorm || - ||z oder die Totalnorm || - || .

2.8.2 Symmetrische Multilinearformen

Definition 2.8.14. Eine /-fache Multilinearform auf dem Vektorraum V ist

(-mal

—
eine Abbildung p: V x ... x V — R mit

1 i—1 i i+1 o ol i—1 i it ¢
plos, 0T w0 ) = (0T 0 0T L 0Y)
1 i—1 i+1 L
+/’I/(U7 7U 7w7/l) ) 7U)
und
1 i1 i it o _ 1 i1 i il ¢
pot, v a0t L) = ap(v, L0 0 et L 0Y)

firallel1 <i </, o',..., v weV,acR.

Bemerkung 2.8.15. Ist {¢;,...e,} eine Basis des n-dimensionalen Vektor-
raums V/, dann ist die /-fache Multilinearform g durch Angabe der n‘ Zahlen

Wiy iy o= €y ..€;,) fir 1<iy,....50<n

eindeutig festgelegt. Entwickeln wir fiir 1 < ¢ < ¢ die Vektoren v’ := > v;-ej
j=1

beziiglich der Basis {e;}1<j<n, so gilt

n

n
p(vt, ... 0% = E E iy ..ig Uy - - Vi, -

i1=1 =1

Wir nennen (Mz'l...z‘e) € R™ auich die verallgemeinerte Matrixdarstel-

1<iy i<
lung von p beziiglich der Basis {ey,...,e,}.
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Beispiel 2.8.16. Ist ¢ = 2 so liefert Definition 2.8.14 die Bilinearformen auf
V. In diesem Fall erhalten wir mit der Bemerkung die Matrixdarstellung von
i beziiglich der angegebenen Basis.

Definition 2.8.17. Eine /-fache Multilinearform heif3t symmetrisch, wenn

1 i—

10 i+l
plo, .. 07 vt

J=1 5 41 ¢
R A N VR T

S| i1 5 i+l i—1 i g+l ¢

= p(v, . 0T 0T T et T oY)
fir alle 1 <4,7 < /.

Bemerkung 2.8.18. Im Fall / = 1 ist die Bilinearform genau dann sym-
metrisch, wenn das fiir eine Matrixdarstellung gilt. In diesem Fall hat die
Matrixdarstellung nur reelle Eigenwerte.

Definition 2.8.19. Es sei ¢ gerade. Eine (-fache Multilinearform heifit

e positiv definit, wenn p(v,...,v) > 0 fiir alle v € V '\ {0}.

e positiv semidefinit, wenn p(v,...,v) > 0 fur alle v € V' \ {0}.
e negativ definit, wenn pu(v,...,v) <0 fir alle v € V'\ {0}.

e negativ semidefinit, wenn p(v,...,v) <0 fiir alle v € V '\ {0}.
e indefinit, wenn keiner der obigen Fille zutrifft.

Bemerkung 2.8.20. e Fine symmetrische Multilinearform ist genau
dann positiv (semi)definit, wenn —p negativ(semi)definit ist.

e [st die symmetrische Multilinerform g indefinit, dann gibt es stets ein
v e V\ {0}, so dass u(v,...,v) =0.
Im Fall ¢ = 2 gibt es dazu eine Reihe von Kriterien, die wir hier kurz

wiederholen wollen

Satz 2.8.21. Es sei u eine symmetrische Bilinearform mit Matrizdarstellung
H. Dannn gilt

e [ ist positiv definit <= H hat nur positiv Figenwerte.
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e i ist positiv semidefinit <= H hat nur nichtnegative Figenwerte.
e 11 ist negativ definit <= H hat nur negative Eigenwerte.
o 1 ist negativ semidefinit <= H hat nur nichtpositive Eigenwerte.

o 1 ist indefinit <= H hat sowohl positive als auch negative Eigenwerte.

Definition 2.8.22. Es sei H = (Hij) eine symmetrische n x n-Matrix.

1<i,j<n
Dann heiBen fiir r = 1,..., n die symmetrischen r x r-Matrizen H"l € M,R
mit
H, H
H[l] —(H ’ H[2] _ 11 12 e
() Hy Ha
Hll ce H12
HI = : : .. g — g
H., ... H.,

die Hauptminoren von H.

Bemerkung 2.8.23. Eine symmetrische Matrix H € M,R ist regulir <=
det H # 0 <= kein Eigenwert verschwindet.

Satz 2.8.24. Es sei p eine symmetrische Bilinearform mit requldrer Ma-
trixdarstellung H. Dann gilt

o 1 ist positiv definit <= det H" > 0 fiir alle 1 < r < n.
o 1 ist negativ definit <= (—1)"det H'' > 0 fiir alle 1 <r < n.
o H ist indefinit <= keiner der beiden vorigen Fille trifft zu.

Bemerkung 2.8.25. o Im letzten Fall des Satzes konnen einige Unterma-
trizen tatsédchlich verschwindende Determinante haben, z.B. bei der
010
reguldren indefiniten Matrix H = [1 0 0]. Es ist jedoch stets
0 01

det H") = det H # 0.

e Im nichtreguldren Fall konnen wir die indefiniten Matrizen von den
semidefiniten nicht mit Hilfe der Untersuchung der Determinanten un-
terscheiden.
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e Die semidefiniten Fille konnen wir im Allgemeinen weder im reguléren
noch im nicht-regulidren Fall mit Hilfe der Determinanten auseinander-
halten.

In Dimension 2 ist die Situation sehr speziell, da es nur zwei Eigenwerte gibt.

]{U, }{H

Bemerkung 2.8.26. Es sei H =
& (le Hy

) symmetrisch. Dann gilt

e [ ist positiv definit <= det H > 0 und Hy; > 0.

e M ist negativ definit <= det H > 0 und Hy; < 0.

e H ist indefinit < det H < 0.

e [ ist positiv semidefinit <= det H =0 und Hy; > 0

e H ist negativ semidefinit <= det H =0 und Hy; <0

AuBlerdem ist H =0 <= det H =0 und H;; = 0.

2.8.3 Matrixexponential

Es sei|| - || eine Matrixnorm auf der Menge M, R der n x n-Matrizen, siche
Definition 2.8.7. Wegen der Ergebnisse von Abschnitt 2.3.3 wissen wir:

Eine Folge (A,,) von Matrizen konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchy-
Folge ist, d.h.

Ve >03ng € NVn > ngVl € N : [|A,r — Ayl <e.

Beispiel 2.8.27. Es sei A € M, R eine feste Matrix mit ||A|| = a. Dann ist
die Folge (A,), die durch

"1
A, ::ZHA’“
k=0

definiert ist, eine Cauchy-Folge. Es ist ndmlich

n+t 1 n+4 1 n+4 1 n+4 ok
o= Al = || 30 4% < D0 Hlaf< X0 Sl4lF =3
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1
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Die rechte Seite konvergiert fiir n — oo gegen Null, da es sich hier um einen
Teil der reellen Exponentialreihe handelt.

Definition 2.8.28. Die Abbildung, die jeder Matrix A € M, R den Grenzwert
der ”Matrixreihe” > %Ak zuordnet, heiit Matrizezponential . Wir schreiben

exp(A) = Z

Satz 2.8.29. Gilt fiir zwei Matrizen A, B € M,R die Relation

| —

A"

3

!

AB = BA
so gilt
exp(A + B) = exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A) .

Deshalb ist fiir eine Blockdiagonalmatriz A = (B C>

exp(A) — (exP(B) exp(c)) |

Als néchstes schauen wir uns fiir £ = 0,...n — 1 die Matrizen N, € M,R an
mit

1 fallsj—1=k

0 sonst

also insbesondere Ny = 1. Diese Matrizen erfiillen

NN, — Niyp fallsk+0<n-1
R 0 sonst '

Insbesondere folgt daraus

° NkNg = NgNk

1 falls m =10
o (N))"=4N,, fallsO<m<n
0 falls m > n
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Es sei nun weiter

> =
—

A:)\]]_—I—Nl:

eine Jordan-Elementarmatrix. Dann ist

exp(tA) = e exp(tN;) = e Z
t2 t3 tn— 2 tnfl
Lt 3 3! (n=2)!1 (n—1)!
t2 tnf’i tn72
Lot 2 (n=3)! (n—2)!
tn—4 tn—3
1 t (n—4)!  (n—3)!
— €t>\ . :
t2
t 2
1 t
1
Schreiben wir {é1, €3, ..., é,} fir die Standardvektoren des R™, so gilt

J=1
t

exp(tA)e; = = et E Nke] = et E Ee},k.
k=0

2.8.4 Einige Eigenschaften der Determinante

Satz 2.8.30 (Cramersche Regel). Es sei A € M,R mit det(A) # 0 und b € R™.

Die eindeutige Losung T = (z1, ..., x,) des linearen Gleichungssystems Ax = b
1st durch
vy = det(@y, ..., @i1,b, 41, - -, d
i det(A) ( 1, y Ui—1, Yy i1, ) n)

gegeben, wobei die a; die Spaltenvektoren der Matriz A sind.
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Bemerkung 2.8.31. e Betrachten wir in der Cramerschen Regel als rech-
te Seite den i-ten Einheitsvektor, also b = &;, so liefert die zugehdrige
Losung b; den i-te Spaltenvektor von A=, Das heifit

—1)itd
Afl ( A[]z]
i = den(A)

wobei AV € M,,_1R die Matrix bezeichnet, die man aus A nach streichen
der j-ten Zeile und i-ten Spalte erhélt.

e Die Matrix
A= ((=1)" det(Al))
heifit die Adjunkte zu A; damit gilt A~! =

det (Aad)
Satz 2.8.32. Es seien vy, ...0, € R" beliebig und A € M,R, dann ist

n
> det(#, . .., Tty A, Vs, - -, T) = Spur(A) det(dy, ..., 7).

Satz 2.8.33. Die Determinante als Abbildung det : M,,R — R ist diffe-
renzierbar. Die Ableitung im Punkt A € M,R in Richtung B € M,R ist
durch

D det(A E det(dy, ..., dx_1,bk, ri1y---,0n)

gegeben, wobei a; und b; die Spaltenvektoren der Matrizen A und B sind. Ist
A invertierbar, dann ist

Ddet(A) - B = det(A)Spur(BA™!).

Satz 2.8.34. Ist {t},...,U,_1} C R" eine linear unabhingige Menge, dann
gibt es einen eindeutig definierten Vektor i mit

ﬁJ_UZ, Hﬁ“ = 1, det(ﬁl,...,vn,l,ﬁ) > 0.
Schreiben wir V = (V) ...0,-1) € My—1,R, dann gilt

det (v, ..., U, 1,1) = \/det(VITV).



KAPITEL 3

Analysis |lI

3.1 Lineare DGLn und lineare DGL-Systeme

Wir hatten im vorigen Kapitel bereits die lineare Differentialgleichung erster
Ordnung diskutiert, ohne den gew#hlten Namen zu begriinden oder zu motivie-
ren, siehe Kapitel 2.7.1.5. Wir hatten diese DGL als Spezialfall einer exakten
DGL behandelt. In diesem Kapitel wollen wir dieses Beispiel verallgemeinern.
Wir werden Losungen konstruieren, grundlegende Eigenschaften besprechen
und uns Gedanken iiber die Eindeutigkeit der Losungen machen.

3.1.1 Die lineare DGL n-ter Ordnung

Definition 3.1.1. e Es seien fy, f1,..., fn,9 : I — R reelle Funktionen
auf dem Intervall I C R mit f,, # 0. Dann heift

Fa(@)y™ + fucr (@)y™ ™V 4+ fi(@)y + folw)y = g(x)
eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung.

e Die f; heiflen Koeffizientenfunktionen und g heifit die rechte Seite.

242
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e [st ¢ = 0 die Nullfunktion, so nennen wir die lineare DGL homogen,
andernfalls inhomogen.

e Ist die inhomogene DGL Y fi(2)y™® = g(x) gegeben, so nennen wir

k=0
n

3 fiu(z)y™® = 0 die zugehorige homogene DGL.
k=0

e Sind die Koeffizientenfunktionen samtlich konstant, so sprechen wir von
einer linearen DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Wir
schreiben dann

any™ + an_1y" TV + L+ ) + agy = g(x)
und diirfen gegebenenfalls annehmen, dass a,, = 1.

Bemerkung 3.1.2. 1. Sind ygy und yy Losungen der gleichen homogenen
linearen DGL und ist a € R, so sind die Funktionen

yg +yg und ayg

ebenfalls Losungen der DGL. Somit ist die Menge Ly der Losungen
einer homogenen DGL ein linearer Vektorraum.

2. Sind yg und yg Losungen einer inhomogenen linearen DGL so ist die
Funktion

Y =Ys — Ys

eine Losung der zugehorigen homogenen DGL. Somit ist die Menge L;
der Losungen einer inhomogenen DGL ein affiner Raum. Ist yg eine
spezielle Losung der inhomogenen DGL und Ly der Losungsraum der
homogenen DGL, so gilt

Ly =vys+ Lyg.

Definition 3.1.3. Ist a,y™ + ... + a1y + agy = g(x) eine lineare DGL mit
konstanten Koeffizienten, so heifit das Polynom

(1) = apt™ + an_1t" 4+ ..+ art + ag

das zugehorige charakteristische Polynom.
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Satz 3.1.4. Gegeben sei die homogene lineare Differentialgleichung a,y™ +

..+ a1y + agy = 0 mit konstanten Koeffizienten und charakteristischem
Polynom x(t).

1. Ist X\ eine r-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms, so sind
die r Funktionen

6/\33, $€>\x, e l,rfle)\:p

linear unabhdngige Losungen der homogenen DGL.

2. Ist t* — 2ut + (u? + w?) ein quadratischer Faktor des charakteristischen
Polynoms der Ordnung r ohne Nullstellen, so sind die 2r Funktionen

e’ sin(wr), ze”sin(wx),..., 2" el sin(wx),

r—1

et® cos(wx), xe!® cos(wx),..., x" e cos(wr)

linear unabhdngige Losungen der homogenen DGL.

Beweisskizze. Wir nutzen die Darstellung mit Hilfe komplexer Zahlen,
siche Abschnitt 3.7. Wir zerlegen x(¢) in seine komplexen Linearfaktoren:
dabei ist dann t* — 2ut + (u* + w?) = (t — p — iw)(t — p + iw). Damit
ist a7 eHW)T — pmel® cos(wr) + i z™et sin(wz) und wir konnen Fall 1. als
Spezialfall von 2. auffassen mit w = 0. Oder umgekehrt formuliert: es reicht zu
zeigen, dass Fall 1. fir komplexe Nullstellen richtig ist. Da das Polynom (%)
reell ist, treten die komplexen Nullstellen stets in komplex konjugierten Paaren
auf. Wegen der Linearitdt der DGL, sind jeweils Real- und Imaginérteil der
komplexen Losung reelle Losungen. Da diese sich bei den Paaren komplexer
Nullstellen hochstens im Vorzeichen unterscheiden, reicht es aus, nur eine von
beiden zu betrachten.

Wir haben also durch Einsetzen nachzupriifen: Ist A eine — vielleicht komplexe
— Nullstelle von x(t) der Vielfachheit r, so 16sen die — vielleicht komplexen —
Funktionen e**, ze*®, ..., 2"~'e’ die homogene DGL.

Die lineare Unabhéngigkeit der Funktionen zeigen wir, indem wir in Fall 1.
r verschiedene Werte x1, ..., x, einsetzen und das so erhaltene lineare Glei-
chungssystem fiir die unbekannten Koeffizienten l6sen. Die Determinante der
Koeffizientenmatrix ist dann ein Vielfaches einer Vandermonde-Determinante.
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In Fall 2. wihlen wir 2r verschiedene Werte x; = 5~ + %“k,-, Tiyr = = + Qw—”k'l

wobei ki, ..., k, € 7Z. Die Determinante der Koeffizientenmatrix ist dann ein
Vielfaches des Quadrates einer Vandermonde-Determinante. Il

Folgerung 3.1.5. Es sei Y a;y*) = 0 eine homogene lineare DGL n-ter
k=0
Ordnung mit charakteristischem Polynom ().

1. Der Losungsraum Ly enthélt einen n-dimensionalen Unterraum L, der
von Losungen der Form

a*er atel® sin(wx), 2™ cos(we)

aufgespannt wird.
2. Hat das charakteristische Polynom n verschiedene Nullstellen, so ist
Ly = spang {eM*, ... e**}

Bemerkung 3.1.6. Es bleiben bis jetzt z.B. folgende Fragen offen

a) Ist im Fall konstanter Koeffizienten vielleicht L, = Lg?

b) Geben wir ” Anfangswerte” y(z¢) = g,y (o) = au, ...,y V(xg) =
a1 vor, gibt es dann eine eindeutige Losung der DGL?

¢) Wie berechnen wir eine spezielle Losung einer inhomogenen linearen
DGL mit konstanten Koeffizienten fiir eine feste rechte Seite g(z)? Diese
Fragen werden wir in Abschnitt 3.1.3 angehen.

Zumindest auf die zweite Frage haben wir eine, wenn auch nur partielle
Antwort: Im Fall ausgewé#hlter rechter Seiten fithren spezielle Ansétze auf eine
Losung der inhomogenen DGL mit linearen Koeffizienten.

Bemerkung 3.1.7 (Losungen spezieller inhomogener linearer DGLn). Es sei
> apy®) = g(z) eine inhomogene lineare DGL mit konstanten Koeffizienten
k=0

und es sei x(t) ihr charakteristisches Polynom. Weiter sei die rechte Seite von
der Form
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b) g(z) = gs(x)e’” sin(wx) + g.(x)e!” cos(wx)

wobei A\, y, v € R und q, g5, ¢. Polynome vom Grad m, m,, m,. sind. Es sei nun
r > 0 die Vielfachheit von ¢ — A bzw. von t? — 2ut + (u* +w?) in der Zerlegung
von x(t).!) Dann gibt es eine Losung der inhomogenen DGL der Form

a) ys(z) = a"po(x)e™

b) ys(x) = 2"pgs(x)e!” sin(wz) + x"po o (z)e!” cos(wx) .

Hierbei sind py ein Polynom vom Grad < m und p; o, pco sind Polynome vom
Grad < max{ms, m.}.

Beweisskizze. Wieder nutzen wir die komplexe Darstellung. Wir schreiben
P = 2"po, pe = 2°pep und py = x°ps o Durch Einsetzen des Ansatzes erhalten
wir die Polynomgleichungen

L Re (x! )(uﬂw m (™) ( u+lw))
b)  ql(z) = Z Il Z ()
k=0 ' k=0
"\ Re (x* )(,u+@w - ,u—l—zw))
o a) = 32 B IO )
k=0 ) =
Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir ein hneares Glelchungssystem fiir
die Koeffizienten von p bzw von py, p.. O

3.1.2 Die Schwingungsgleichung

Wir betrachten die folgende inhomogene lineare DGL zweiter Ordnung:
Dampfung Auflere Kraft
" / 2
y'+ 2y 4+ Wy = g(),
——

harmonische Schwingung

wobei v,w € R=Y. Das charakteristische Polynom dieser DGL ist x(t) =
t2 + 2+t + w? mit den Nullstellen

ly ==y /2 —w?.

BDabei bedeuten r = 0, dass der jeweilige Faktor nicht vorkommt.
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Die Losungen der homogenen DGL mit g(x) = 0 ergeben sich zu

yl({]j) = 67(77 727w2)x’ y2($) — e*(’y+\/727w2)x faHS 72 > wQ
yi(x) = e, ya(x) = 2" falls 7% = w?
y1(z) = e 7 cos(woz), y2(r) = e sin(wer)  falls ¥ < w?

wobei wir im letzten Fall wy := /w? — 72 setzen.®

Abbildung 3.1.1: Lésungen der homogenen Schwingungsgleichung

39

3 1
y = 2e 107 + ae” 107

fir « =1 (rot) @ =0 (blau) o = —1 (griin)

Hier istv:%, w:‘l/—og,d.h. wozl—lo

2 2
y = 3e 10" + are” 0¥

fir « =1 (rot) =0 (blau) = —1 (griin)

Hier ist v =w = £, d.h. wy =

Mo heiflt in diesem Fall auch die Eigenfrequenz des schwingenden Systems.
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v

Wenden wir uns dem Fall einer periodischen dueren Kraft zu, g(z) = cos(wz),
so miissen wir bei der Suche nach Losungen zwei Fille unterscheiden: 1. v =0
und @w? = w? und 2. jeden anderen Fall.

y = 2e 7 sin(2x) + 3¢ cos(2x)

Hier ist 7 = 0,w = 2 (rot)
und v = —%,w =2 (blan),
d.h. in beiden Fillen w? < 0

'
[N
h

'
w
1

In Fall 1. ist ohne Einschrénkung @ = w eine einfache Nullstelle des charakte-
ristischen Polynoms. Der Ansatz ys(x) = ax cos(wz) + bz sin(wz) eingesetzt
in die Ausgangs-DGL liefert b = % und a = 0, also

x

ys(x) = o sin(wx) .

In Fall 2. ist @ keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms. Der Ansatz
ys(x) = acos(wz) + bsin(wz) liefert das lineare Gleichungssystem

w? — w? 2vw a) (1
—2vw  w?—w?) \b)  \O

: PR _ w?—w? _ 2vw
mit der Losung a = = b= = e

Wir normieren diese Losung gemifl a = cag und b = aby so, dass a2 + b3 = 1
ist, also

w? — w? 2y
0/0 - b =

\/(wQ — 22 e 0 \/(w2 "2 1 4722 :

Setzen wir weiter A(p) := «, also

1

A(w) - \/(WQ _ ?D2)2 + 4’72732
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1
VP + )P+ @ (@ + 297 — 2f)

so ergibt sich als Losung der inhomogenen DGL
ys(z) = A(w@) (ag cos(wz) + by sin(wz)) = A(w) cos (wz — ¢(w@))

mit cot (¢(w)) = 2 oder

2 2
W —w
w) = arccot [ —— | .
#e) ( 2w )
Als Resonanzfrequenz wg dieses Systems bezeichnet man die Frequenz w, bei
der die Amplitude A(w) ihr Maximum annimmt, also

2 _ 2 2 _ 2 2
Wr=wy — 77 =w —29°.

Im Fall, dass die Resonanzfrequenz existiert, also im Fall w? > 242, ist die
maximale Amplitude gegeben durch
1 1

2woy 29\ w? — A2
siehe Abbildung 3.1.2.

Abbildung 3.1.2: Der Amplitudenverlauf A(w) und die Phaseverschiebung
¢(w) fiir w = 1 und ausgewiihlte & <y < 2

A(wr)

i

Alw) ¢(w)

3]
0.75m7

2.59

0.57

17 0.2571

—

T T T 0 =
05 i 15 : W 0 j 2 3 s W

Im Fall eines Systems mit kleiner Ddmpfung v << 1 und Frequenz nahe der
Resonanzfrequenz w ~ wpg spricht man auch von Resonanzkatastrophe. Die
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Auswirkungen einer solchen Resonanzkatastrophe werden in dem Video zu
Abbildung 3.1.3 sehr anschaulich deutlich.

Abbildung 3.1.3: Die Tacoma-Narrows-Briicke

TACOMA BRIDGE™

COLLAPSE

3.1.3 Lineare DGL-Systeme

Wir kénnen wegen Beispiel 2.7.7.3. jede lineare DGL n-ter Ordnung, z.B.
Y™ =b— a1y = —ary — agy

in ein DGL-System erster Ordnung iibersetzen. Setzen wir u; := y, us := ¢/,
.., Uy := y™ Y dann ist das DGL-System gegeben durch

/

Up o | = | e 0 Upo | T 10
Up—1 0 e e 0 1 Up—1 0
Unp —ag ... ... ..—Qp_1 Up, b

Das begriindet auch die Bezeichnung charakteristisches Polynom fiir das zur
DGL zugehorige Polynom x(t) = t" + a,_1t" ! + ... ait + ag: Das Polynom


https://www.youtube.com/watch?v=XggxeuFDaDU
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ist genau das charakteristische Polynom der obigen Matrix; oder umgekehrt:
Die Matrix ist gerade die Begleitmatrix zum Polynom Y.

Definition 3.1.8. Es sei I C R ein Intervall, A : I — M,R eine stetige
Abbildung mit Werten in den n x n-Matrizen und b : I — R"™ ebenfalls stetig.

e Ein lineares DGL-System erster Ordnung ist eine DGL der Form
u'(z) = A(x)u(x) + b(x)
fiir die R™-wertige Abbildung u.

e Das linecare DGL-System heifit homogen, wenn b(x) = 0 fiir alle z € I,
andernfalls inhomogen und b heifit die rechte Seite

e Ist A eine konstante Matrix, so heiBt Au = b(x) ein lineares DGL-System
mit konstanten Koeffizienten.

Satz 3.1.9. Es seien A: I — M,R und b: I — R" stetig.

1. Das AWP v’ = A(z)u + b(x), u(zy) = u’ hat genau eine Lésung in I.

2. Die Losungsmenge Ly des homogenen linearen DGL-Systems u' = A(x)u
15t ewn n-dimensionaler Vektrorraum.

3. Ist ug eine Lisung des inhomogenen linearen DGL-Systems u' = A(x)u+
b(x), so ist seine Lisungsmenge Ly der affine Raum Ly = ug + Ly.

Folgerung 3.1.10. Damit sind die ersten zwei Fragen aus Bemerkung 3.1.6
beantwortet. Ist

Fa@)y'™ + fosi @)y L+ fi(@)y + fo(2)y = g(x)

eine lineare DGL n-ter Ordung auf dem Intervall I C R, so gilt:

a) Fiir die Mengen Ly und LY, aus Bemerkung 3.1.2 und Folgerung 3.1.5
gilt tatsdchlich Ly = L.

b) Es gibt eine eindeutige Losung der DGL, wenn wir die Bedingungen
y(x0) = g,y (10) = an, ...,y V(29) = a,—1 an die Losung vorgeben.
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Es seien nun w!, ..., u" : I — R™ linear unabhiingige Losungen des homogenen
linearen DGL-Systems

u' = A(z)u.

Diese schreiben wir als Spalten in eine Matrix und erhalten so eine matrixwer-

tige Abbildung U : I — M, R

Ux) = <u1(x),u2(x), o ,u”(x)) :
Diese Abbildung erfiillt die DGL
U = Ax)U.

Es sei nun xg € I und Uy := U(x) invertierbar® und weiter sei u’ € R™ ein
beliebiger Vektor. Dann ist

u(z) = U(z) Uyt u°

die eindeutige Losung des AWP ' = A(x)u, u(zg) = u°.

Definition 3.1.11. Eine Basis {u', ..., u"} des Losungsraums eines homoge-
nen DGL-Systems heifit auch Fundamentalsystem und die daraus gebildete
Matrix U die Fundamentalmatriz.

Satz 3.1.12. FEs sei u' eine Lésung des homogenen linearen DGL-Systems
uw = A(x)u, deren i-te Koordinate nicht identisch verschwindet. Weiter sei
z: I — R™ eine Abbildung, deren i-te Koordinate verschwindet, und o : I — R
eine Funktion mat

o (z)ul(x) + 2 (x) = Alx)z(x) .

Eliminiert man nun o (x) mit Hilfe der i-ten Zeile aus diesem DGL-System, so
erhdlt man fir (z1,...,2i-1, Zit1, - - -, Zn) €in homogenes lineares DGL-System
der Grifie n—1 und eine gewdhnliche DGL fir .. Sind z(x) und a(x) Lisungen
dieser beiden, so erhdlt man durch

u?(z) = a(x)u'(z) + 2(x)

eine zuu' linear unabhingige Lésung des homogenen Ausgangssystems. Hierbei
erhdlt man z aus z indem man an der i-ten Stelle eine Null einfiigt.

(OWir werden spiter sehen, dass die Fundamentalmatrix an jeder Stelle invertierbar ist,
siehe Bemerkung 3.1.14.
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Dieses Reduktionsverfahren lasst sich induktiv fortsetzen:

Bemerkung 3.1.13. Es seien u', ..., u" linear unabhingige Losungen des
homogenen linearen DGL-Systems «' = A(z)u. Dann gibt es eine k X k-
Unterdeterminante der (k x n)-Matrix U(x) := ((u'(z),...,uF(x)), die nicht
identisch verschwindet — dies sei ohne Einschriankung der obere k x k-Block.
Weiter sei z : I — R” eine Abbildung, deren ersten k Koordinaten verschwin-

den, und aq,...,a; : I — R Funktionen mit
o [a)
U(x) : + 2/ (z) = A(x)z(x)
aj,(z)
Eliminiert man nun o/ (x),. .., a(z) mit Hilfe der ersten k Zeilen aus diesem
DGL-System, so erhélt man fiir (2541, .., 2,) ein homogenes lineares DGL-
System der Grofle n — k sowie k gewohnliche DGLn fiir die Funktionen
aq, ..., ak. Ihre Losungen liefern dann durch
ai(z)
T (z) = U(x) : + Z(x)
ag(z)
eine zu u', ..., u” linear unabhiingige Losung des homogenen Ausgangssystems,

wobei sich Z aus z ergibt, indem k& Nullen vorangestellt werden.

Bemerkung 3.1.14. Ist U(x) eine Fundamentalmatrix des homogenen linea-
ren DGL-Systems «' = A(x)u, so nennen wir die Funktion

w:l—R mit w(z):=det(U(z))

die Wronski-Determinante des linearen DGL-Systems. Die Funktion w héngt
nur vom DGL-System ab und nicht von der Wahl des Fundamentalsystems.
Die Wronski-Determinante erfiillt die DGL

w' = Spur(A(z))w.
Wegen Bemerkung 2.7.18.3 ist die Losung dieser gewohnlichen DGL
6‘[50 Spur(A(t))dt .

w(z) = w(zo)

Insbesondere ist die Fundamentalmatrix somit in jedem Punkt invertierbar,
wenn sie es nur in einem ist.
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Das Obige lédsst sich nun auf lineare Differentialgleichungen iibertragen: Wenn
wir bereits n — 1 linear unabhéngige Losungen einer linearen DGL n-ter
Ordnung haben, dann kénnen wir die Wronski-Determinante nutzen, um die
noch fehlende Losung mit Hilfe einer linearen DGL (n — 1)-ter Ordnung zu
finden.

Beispiel 3.1.15. Es sei ¢ + fiy' + foy = 0 eine lineare DGL 2-ter Ordnung
und es sei y; mit y1(z9) = aq,y;(r9) = ay eine Losung. Gesucht ist eine
zu y; linear unabhingige Losung yo mit yo(z9) = 51,95 = [o. Es sei weiter
v =By — Bras.

Das zur linearen DGL zweiter Ordnung gehorige lineare DGL-System mit
u; =y, us =y hat die Form

()= (% ) ()

Weiter sei w(z) die Wronski-Determinante dieses DGL-Systems, also die
Losung der DGL erster Ordnung w' = — fjw zum Anfangswert w(zg) = 7,
siehe dazu auch Bemerkung 2.7.18.3. Dann ergibt sich die gesuchte Funktion
Yo als Losung der linearen DGL erster Ordnung

yi(@)ys — yi(w)ys = —w(z)
zum Anfangswert yo (o) = fi.

Satz 3.1.16. 1. Es sei A € M,R eine Matriz und v° € R"™. Dann ist
die Losung des linearen DGL-System mit konstanten Koeffizienten zum
Anfangswert u(xg) = u® gegeben durch

z—x0)A ,,0

u(z) = e u,

denn (e@=20A4y0) = Ae@=20)A4y0 " Zur Definition des Matrizexponentials
siehe Abschnitt 2.8.5.

2. Es sei A € M,R und v’ = Au ein homogenes lineares DGL-System mit
konstanten Koeffizienten mit Losungsraum ng‘). Ist weiter S € M,R
invertierbar und B = SAS™! eine zu A dhnliche Matriz, so ist der
Lésungsraum des DGL-Systems v = Bu gegeben durch

LY =sLy).

Zur Bestimmung des Ldsungsraums reicht es also, wenn wir uns auf
Matrizen beschrinken, die eine besonders einfache Gestalt haben.
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Bemerkung 3.1.17. Es sei im Folgenden mit den Bezeichnungen aus Ab-
schnitt 2.8.3

> =
—_

A=)A1+ N, = € M,R
Al
A

eine Jordan-Elementarmatrix mit A € R. Dann wissen wir, dass der Eigenraum
sowie alle Hauptraume bis zur Stufe » — 1 jeweils die Dimension 1 haben. Eine
Basis aus Eigen- und Hauptvektoren ist durch die Standardbasis {é1, ..., €.}
gegeben; es ist also

Aéi:)\e_)l, A€]=Aé']+é']_1 fﬁerQ,...,T

Damit ist dann {u', ..., u"} mit

. J—1
w (z) = exp(zA)ej = e (éj +xei1+ ... (jx_ 1>!€1)

ein Fundamentalsystem des homogenen DGL-Systems

v = Au.

Mit diesen Vorbemerkungen koénnen wir nun ein Fundamentalsystem eines
linearen DGL-Systems mit konstanten Koeffizienten angeben.

Folgerung 3.1.18. 1. Sei J = S7'AS die Jordandarstellung der Matrix
A mit nur reellen Diagonalelementen. Fiir die Jordanmatrix lasst sich
mit Hilfe der Standardbasis blockweise nach dem obigen Schema ein
Fundamentalsystem von u' = Ju angeben. Wenden wir auf diese nun

die Matrix S an, so erhalten wir das gesuchte Fundamentalsystem von
u' = Au.

2. Statt die Transformationsmatrix S zu bestimmen, kann man auch nach
dem bekannten Schema direkt die Jordanbasis von A bestimmen und
den obigen Ansatz fiir die u/ nutzen; dabei ersetze man die €; durch die
entsprechenden Elemente der Jordanbasis.
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3. Besitzt die Jordanmatrix auch komplexe Diagonalelemente, dann gibt
es auch komplexe Eigen- und Hauptvektoren. Diese kommen immer
in konjugierten Paaren vor, da A € M,R als reell vorausgesetzt ist.
Um nun ein Fundamentalsystem zu erhalten, geht man genau wie
oben vor, rechnet jedoch mit komplexen Zahlen. Als Zwischenergeb-
nis erhélt man so eine MEnge von komplexen Abbildungen der Form
{ul, ..., u™ v vl .. 0P, UP} mit m + 2p = n, hierbei sind die u? reelle
Abbildungen. Der Ubergang zum reellen Fundamentalsystem geschieht
nun, indem wir von den komplexen Losungen Real- und Imaginérteil
getrennt betrachten:

{ul, Coou™ ™ = Re(v!), .., u™ TP = Re(vP),

™t = Tm(v!),. .. 0" = Im(vp)}

4. Da es in der Regel ein unschones Problem ist, die Jordanbasis zu berech-
nen, kann man sich auch wie folgt behelfen:

e Berechne zuerst die Eigenwerte und Eigenvektoren. Dabei sei k)
die Vielfachheit des Eigenwertes A und r, die Dimension des zu A
gehorigen Eigenraums.() Insbesondere ist ky > 7.

e Essei {v!,...,v™} eine Eigenraumbasis von A und es sei ky > 7.
Dann erhalten wir einen Teil des zu A gehorigen Fundamentalsy-
stems durch u/(z) = e*7 fiir j = 1,...,7).

e [st nun s, die Grole des grofiten Jordan-Elementarblockes zum
Eigenwert A, so kann man den folgenden Ansatz zur Berechnung
der fehlenden Losungsabbildungen wéhlen:

()Die Vielfachheit eines Eigenwertes entspricht der Vielfachheit von (¢t — \) im charakte-
ristischen Polynom x(#). Sie stimmt iiberein mit der Anzahl der Jordan-Elementarblocke zu
A

()Die Grofe des groBten Jordan-Elementarblocks zum Eigenwert A erhilt man als
Vielfachheit von (¢t — ) im Minimalpolynom pu(t) der Ausgangsmatrix.
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wobei die p; Polynome vom Grad < sy — 1 sind. Kennt man das
Minimalpolynom nicht, so kann man sy, — 1 durch ky — r) nach
oben abschétzen.

5. Eine besonders einfache Situation tritt ein, wenn die Matrix A dia-

.....

ten {\;}i=1. . Ein Fundamentalsystem lésst sich dann in der Form
{ui(x) = er®v'},_; ., angeben.
Beispiel 3.1.19.
7T =3 21
1. Wir betrachten das DGL-System ' = | 2 —1 6 | u mit dem cha-
-1 0 -3

rakteristischen Polynom x(t) = —t(t — 1)(¢ — 2). Die Eigenrdume zu
den Eigenwerten \; = 0, A2 = 1 und A3 = 2 sind eindimensional und

-3 —4 —15
Eigenvektoren sind jeweils gegeben durch [ 0 |, | =1 ], und | —4
1 1 3
Damit ergibt sich eine Losungsbasis zu
-3 —4 —15
0 |,e"|—1],e*| —4
1 1 3
0 4 -3
2. Wir betrachten das DGL-System v’ = [ 1 —3 3 | u mit dem cha-
1 —4 4
rakteristischen Polynom x(t) = —(t + 1)(t — 1)%. Die Eigenrdume
zu den Eigenwerten \; = —1 und Ay = 1 sind eindimensional und
—1
zweidimensional und gegeben durch E(—1) = span 1 und
1
4 -3
E(1) = span 11,10 . Damit ergibt sich eine Losungsbasis zu
0 1
-1 4 -3
e 1 ],e"[1],e"| O
1 0 1
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2 2 9
3. Wir betrachten das DGL-System ' = [1 0 3 | u mit dem cha-
0 -1 —1
rakteristischen Polynom x(t) = —(¢t + 1)(t — 1)?. Die Eigenriume zu
den Eigenwerten \;y = —1 und Ay = 1 sind beide eindimensional und
-3 -5
Eigenvektoren sind gegeben durch | 0 | zu —1 und [ =2 | zu 1. Zwei
1 1
-3 -5
Abbildungen der Losungsbasis sind damit e | 0 | und e* [ —2
1 1
Eine weitere Losung findet man durch den Polynomansatz
ar +d
u(z)=¢€" | bx+e
cx+ f

Das Einsetzen in die DGL liefert nach Koeffizientenvergleich ein LGS
mit der Losung

(a,b,¢c,d,e, f) = p(—5,-2,1,—3,—1,0) + ¢(0,0,0, =5, —2, 1)

und damit
—5r —3 -5
u(z) =pe” | -2z —1| +o0€e” | =2
T 1

Wenn wir etwa p = 1,0 = 0 wéhlen, liefert das eine Losungsbasis:

-3 -5 -3 -5
e 0 |,e" =2, -1 +ze®| -2
1 1 0 1
1 -1 -3
4. Wir betrachten das DGL-System ' = | =5 6 —15| u mit dem
-1 2 -1

charakteristischen Polynom x(¢) = — (¢t —2)(¢* — 4t +13). Der Eigenraum
zum reellen Eigenwert A\; = 2 ist eindimensional. Das gleiche gilt fiir die
beiden komplex konjugierten Eigenwerte Ay = 2 + 3¢ und \3 = 2 — 31.
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-3 e ==
Eigenvektoren sind gegeben durch | 0 | zu2und | 1£2¢ | zu 24 3:.
1 1
Wir teilen die komplexe Abbildung
. -1+ -1+
e300z [ 1 4 2i | = e* (cos(3x) + isin(3x)) [ 1+ 2i
1 1

in Real- und Imaginérteil auf und erhalten insgesamt eine Losungsbasis

zu
-3 -1 1
e[ 0 |,e*cos(3z) | 1 | —e**sin(3z) | 2],
1 1 0
1 -1
e* cos(3x) [ 2 | +e*sin(32) | 1
0 1
00 1
5. Wir betrachten das DGL-System ' = [ 1 0 —3 | u mit dem charak-
01 3
teristischen Polynom x(t) = —(¢t —1)3. Der Eigenraum zum Eigenwerten
1
A1 = 1 ist eindimensional und ein Eigenvektor ist gegeben durch | —2
1
1
Eine Abbildung der Losungsbasis ist damit e® | —2 | . Weitere Losungen
1
findet man durch den Polynomansatz
ar? +dr + g
u(x) =¢€" | baz* +ex+h
cx? 4+ fo+j

Das Einsetzen in die DGL liefert nach Koeffizientenvergleich ein LGS
mit der Losung

(0'7 ba C, da €, .fa g, ha]) :p<1a _27 17 _27 27 07 2a 07 0)
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+0(0,0,0,1,—2,1,—1,1,0)
+7(0,0,0,0,0,0,1,—2,1)

und damit
x2— 2 —2 rz—1 1
u(xr) =pe* | =222 +2z | +oe” | 2z + 1] +7" [ -2
x? x 1

Wenn wir etwa p = %,O‘ =7 =0und p =7 =0,0 =1 wahlen, liefert
das eine Losungsbasis:®)

1 —1 1
el -2, 1 | +xe | -2,
1 0 1
1 —1 1 1
0] +aze® [ 1 | 4= | -2
0 0/ 2 1

Bemerkung 3.1.20. Im Fall spezieller rechter Seiten kann man auch fiir die
Losung eines inhomogenes linearen DGL-System mit konstanten Koeffizienten
einen speziellen Ansatz wéhlen. Wir betrachten dazu fir A € M,R das
DGL-System u'(z) = Au(z) + b(x) mit

Qe () gs,1 ()
b(x) = : e cos(wzx) + : e sin(wz)
Gen () Gs.n ()
wobei m = max{grad(¢s;), grad(q.,;)}. Weiter sei A + iw (und damit auch
A —iw) ein k-facher Eigenwert von A, r sei die Dimension des Eigenraums

von A+ iw und s sei die Grole des grofiten Jordan-Elementarblocks zu A 4 iw.
Dann liefert der Ansatz

pc,l(x> ps,l(x)
u(zr) = : e cos(wzx) + : e sin(wz)
Pen(T) Psn(T)

mit Polynomen p. ;, ps; vom Grad < m+s spezielle Losungen des inhomogenen
linearen DGL-Systems. Auch hier ldsst sich s geméafl s < k — r + 1 abschétzen.

()Hier und in Beispiel 3. zeigt ein Test, dass die so erhaltenen Vektoren tatsichlich eine
Jordanbasis bilden, vergleiche Bemerkung 3.1.17.
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Beispiel 3.1.21. Wir iiberpriifen diesen Ansatz an zwei Beispielen:

1) A= )1 und die rechte Seite sei q(z)e.

2) A€ M,R sei die Begleitmatrix eines Polynoms mit & facher Nullstelle
A, k < n. Weiter sei die rechte Seite von der Form (x)e’ und ¢(x) =

(0,...,0,g(x))T.

zu 1) In diesem Fall schreiben wir u(z) = p(x)e?®, also v/(x) = p’(x)e? +
Ap(z)e*®. Eingesetzt in das System liefert das

(@)X + Apla)er = Ap(a)e” + qlz)e™
= p'(e) = qlx).
Es reicht also grad(p) = grad(q) + 1 zu wihlen.!) Da in diesem Fall

fiir den Eigenwert \ gerade k =r =n und s = 1 gilt, entspricht das
dem Ansatz aus der vorigen Bemerkung.

zu 2) Das System aus 2) ist die Ubersetzung einer inhomogenen linearen
DGL mit rechter Seite g(z)e’® deren charakteristisches Polynom gera-
de das der Matrix A ist. Der Ansatz fiir die Losung der inhomogenen
DGL lautet y = x*p(x)e* mit grad(p) = grad(q). Wir nutzen

y' = (ka"'p(z) + ¥/ (x) + A" p(x))e

—: 2" 1p (2)e?  mit grad(p,) =m + 1,
y' = ((k = 12" 2py (2) + 271 (2) + A"y ()
= 2" 2py(2)e  mit grad(py) =m + 2,
y®) = pp () mit grad(py) =m+ 7,
y* ) = p o (2)e? mit grad(prer) = m + 7,

y(n_l) = ﬁn—1($)6>w mit grad(ﬁn—l) =m+r.

Schreiben wir nun noch p; = 2*p, p; = 2¥"Hp,_, fiiri = 2,.. .,k

und p; = p;_y fir i = k+1,...,n so ist grad(p;) = m + r fiir alle

M grad(g) meint hier das Maximum der Grade der Eintrige von .
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i =1,...,n. Der Ansatz fiir die spezielle Losung des Systems hat
damit die Form

mit p'= (py1,...,p,)T und grad(p) = n +r, was in diesem Fall wegen
s = r wieder dem Ansatz aus der vorigen Bemerkung entspricht.

Ein Verfahren zur Bestimmung einer Lésung eines inhomogenen linearen
DGL-Systems erster Ordnung liefert die Variation der Konstanten:

Satz 3.1.22. Es sei u'(x) = A(z)u(z) 4+ b(z) ein inhomogenes lineares System
und U(x) eine Fundamentalmatriz des zugehorigen linearen DGL-System.
Dann liefert der Ansatz

u(zx) :=U(z)c(x)

mit c: I — R"™ eine Losung des inhomogenen DGL-Systems. Die Abbildung c
erhdlt man durch Integration der Gleichung

d(z) =U(x)'b(x).

Folgerung 3.1.23. Im Fall linearer DGL-Systeme mit konstanten Koeffizi-
enten ist die Losung tatsdachlich auf dem ganzen Definitionsintervall I der
Inhomogenitét b(z) definiert, siehe auch Folgerung 2.7.24.3.

3.2 Das Jordan-MaB und messbare Mengen

In diesem Kapitel werden wir uns mit dem Volumen von Teilmengen des R"
beschéftigen. Dabei machen wir von einem intuitiven Begriff von Volumina -
ndmlich dem von Quadern - Gebrauch.

O Fiir eine Begleitmatrix gilt fiir jeden Eigenwert stets r = s.
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3.2.1 Quaderapproximation

Wir haben ein intuitives Versténdnis fiir einen Begriff von Volumen von
Quadern. Im Folgenden nehmen wir diesen als Definition.

Abbildung 3.2.1: Das Volumen von Quadern in Dimension 1, 2 und 3

V=a V =ab V = abc

a a a

Definition 3.2.1. 1. Ein Standardquader @)y im R"™ ist ein achsenparalle-
les Parallelepiped. Bezeichnet {e;};—1 . die Standardbasis des R"™, so
wird @)y von den paarweise orthogonalen Vektoren {a;e;}i—1
spannt, wobei aq, ..., q, € R>Y. Das Volumen eines solchen Quaders
ist

V(Qo) ==aqag ... ay.

2. Ein Quader ist ein allgemeiner achsenparalleles Parallelepiped. Er ent-
steht aus einem Standardquader durch eine Translation. Ist Q = v + Qg
eine solcher Quader, dann ist V(Q) := V(Qo). Ein Wiirfel ist ein Quader,
dessen Seiten alle gleiche Léange haben. Ein Standardwiirfel ist also durch
die Angabe einer positiven reellen Zahl, seiner Seitenlinge, eindeutig
festgelegt.

3. Essei Q = v+ Qp der Quader, der durch v = (vy,...,v,) € R" und den
Standardquader @, der von {aye;}i—1.. , aufgespannt wird, definiert
wird. ) entspricht der Punktmenge

Q={rzeR"|z; =v; +tay,t €1[0,1],i=1,...,n}
={reR"|v, <z <vi+a,i=1,...,n}.

.....

Die 2" Punkte
{plpi=vi+tas,t=0,1i=1,...,n}
heiflen Eckpunkte des Quaders.
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Wir wollen uns nicht alle Quader oder Wiirfel anschauen, sondern etwas
speziellere.

Definition 3.2.2. Ein Elementarwiirfel der Ordnung r ist ein Wiirfel der

Seitenlinge -, der durch Verschieben des Standardwiirfels der gleichen Sei-

7
tenlinge um den Vektor 2%(&1,@2, ..., ap) entsteht, wobei a; € 7Z fiir alle
i=1,...n. Fird=(ay,...,a,) € Z"™ bezeichnen wir diesen Elementarwiirfel

mit

Wr@' = {ZL’ cR"”

i i+ 1
a—gxi§a+ i=1...,np.
2r 2"

Esist V(W,z) =27

Definition/Bemerkung 3.2.3. 1. Die Elementarwiirfel haben die folgen-
den Eigenschaften

(&) WeanNW, ;=90 <= max{|a; — b} >2

1<i<n
(b) Es sei 1121;1<X{|az~ —b|}=1lalsob=ad+e, +...+ e;, fiir £ > 0
und {iy, ..., i} € {1,...,n}. Dann ist W,z N W & (bei geeigneter
Interpretation) ein Elementarwiirfel der Ordnung r in Dimension

n—{. Im Spezialfall £ = n treffen sich W,z und W, 3 in genau einem
Punkt.

2. Ist M C R" eine Teilmenge, dann ist eine Wiirfeliiberdeckung von M
der Ordnung r eine Teilmenge W C {W, z|a € Z"} mit M C [JW.

Bemerkung 3.2.4. 1. Der Rand OW, z eines Elementarwiirfels besteht
(bei geeigneter Interpretation) aus der Vereinigung von Elementarwiirfeln
r-ter Ordnung in Dimension n — 1.

2. Alle Elementarwiirfel r-ter Ordnung bilden eine Wiirfeliiberdeckung des
R". 0

3. Die 2"-elementige Menge {W,1125+7]2 € {0,1},i=1,...,n} ist eine
Wiirfeliiberdeckung der Ordnung r + 1 von W, z mit

Wr,& - U{WT+172§‘+5"% S {O, ].},Z = 17 e ,TL} .

Diese Uberdeckung erhélt man durch ”Halbieren der Kanten” von W, ;.

() Eine Wiirfelitberdeckung ist insbesondere keine offene Uberdeckung!
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Bezeichnung 3.2.5. Es sei M C R"™ eine Menge und r € N eine feste Zahl.

e Mit W"(M) bezeichnen wir die Menge aller Elementarwiirfel der Ord-
nung r, die einen nichtleeren Schnitt mit M haben.

e Mit W, (M) bezeichnen wir die Menge aller Elementarwiirfel der Ordnung
r, die ganz in M enthalten sind.

Es ist W,.(M) C W'(M).
Beispiel 3.2.6. Wir betrachten Br(0,0) C R?. Fiir diese Mengen gilt

WHEBL0,0) = {Wa ) Wo gy Wo ) Wy Wo o) Wo

W) Wo 2 Wo () Wo 0 W -2 Wa o) |

-2

und allgemeiner fir N e Nund N -1 < R<N

WO(Bg(0,0)) = {Woz!ll@d+ 1| < R, wobei
1; = 1 falls a; < 0 und ¢; = 0 falls a; > 0} .
Bemerkung 3.2.7. 1. W"(M) ist eine Wiirfeliiberdeckung der Ordnung

r von M. Wie das obige Beispiel zeigt, ist W (M) in der Regel nicht die
"kleinste” Wiirfeliiberdeckung von M der Ordnung r.(

2. Fiir eine beschrinkte Menge M C R” sind W, (M) und W' (M) endliche
Mengen.

Definition 3.2.8. Fiir eine Menge M C R" seien die Mengen W (M) und
W, (M) endlich. Dann definieren wir

. 1
T onr

L.

FWM) wnd () = o

NT(M)

(M) und p" (M) heiflen inneres und duferes r-Mafs von M.

Bemerkung 3.2.9. Es seien M, N C R™ Mengen fiir die p,(M) und p" (M)
existieren. Dann existieren auch weitere r-Mafle und fiir diese gilt:

()Eine Wiirfeliiberdeckung W' heifit ”die kleinste” wenn folgende Eigenschaft erfiillt ist:
Fiir jede weitere Wiirfeliiberdeckung W von M der Ordnung r gilt W' C W.
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—_

. Esist yt(MUN) < p"(M) + u"(N)

2. Gilt MNN =@, so ist pu,(MUN) > p. (M) + p(N).

3. Gilt M C N, soist u,(M) < p.(N) und p" (M) < p"(N).
4. Fiir den Rand gilt p"(OM) = p" (M) — p,.(M).

Satz 3.2.10. Es sei M C R"™ eine beschrinkte Menge. Dann gilt:

1. ppyr (M) > p (M) fiir alle r € N

2.yt (M) < pr (M) fiir aller € N

3. Es gibt eine von r unabhingige Zahl v(M), sodass 0 < p, (M) < u"(M)
<wv(M) fir alle r.

3.2.2 Messbare Teilmengen des R™ und das Jordan-MaB

Wegen Satz 3.2.10 sind fiir eine beschrankte Menge M die Zahlenfolgen
(pr (M) ren und (u"(M))ren monoton und beschriankt. Das motiviert nun die
folgende Definition.

Definition/Satz 3.2.11. Es sei M C R™ eine beschrinkte Menge. Dann
heiflen die existierenden Grenzwerte

pe (M) = lim p" (M) und p(M) := lim p, (M)

r—00 r—00

das innere und aduflere Jordan-Mafl von M.

Bemerkung 3.2.12. Die Eigenschaften aus Bemerkung 3.2.9.1-3 gelten fiir
r = oo analog.

Definition 3.2.13. Es sei M C R" eine beschrinkte Menge.

1. M heiBt (Jordan-)messbar, wenn pu® (M) = oo (M) und die so definierte
Zahl p(M) heiit das Jordan-Mafl von M.

2. M heifit Nullmenge, wenn (M) = 0.
Bemerkung 3.2.14. 1. Sind M C N messbar, so gilt (M) < u(N).
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2. Teilmengen, endliche Vereinigungen und beliebige Schnitte von Nullmen-
gen sind Nullmengen.

3. Endliche Mengen sind Nullmengen.

4. Ist (z,) eine beschriankte Folge in R™ mit endlich vielen Haufungspunk-
ten, dann ist M = {x, |[n € N} eine Nullmenge. Das ist insbesondere
der Fall, wenn (x,) eine konvergente Folge ist.

5. e Ist M messbar, so ist M eine Nullmenge.

e Ist M zusétzlich beschrankt so gilt auch die Umkehrung: Eine
beschrankte Menge M ist genau dann messbar, wenn 0M eine
Nullmenge ist.

6. Sind M, N messbar, so auch M UN, M NN und M \ N. Insbesondere
gilt (M UN) < pu(M) + p(N).

7. Fiir die Vereinigung M U N zweier messbarer Mengen mit M "N = @
gilt p(M UN) = p(M) + pu(N).

8. Ist M messbar und N eine Nullmenge so gilt u(M) = u(M U N).

9. Ist M messbar, v € R” und N = v + M eine Translation der Menge M,
dann gilt u(N) = pu(M).

Fiir den letzten Punkt der vorigen Bemerkung benétigen wir das folgende
elementare, aber sehr wichtige Ergebnis. Es zeigt insbesondere, dass das
Jordan-Maf einen sinnvollen Volumenbegriff definiert.

Bemerkung 3.2.15. e Ist @ C R™ ein Quader, so gilt u(Q) = V(Q).

e Insbesondere sind die Seiten eines Quaders Nullmengen. Damit ist eine
Menge M, die eine Zerlegung in Quader der Form M = QU ... U Qy
besitzt mit (); N Q); = &, messbar und es ist

e Zum Beispiel ist die Menge W := [JW°(B1(0,0))+(v/2, v/3) vom obigen
Typ und es ist u(W) = 12.
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Beispiel 3.2.16. Die Menge M = [0, 1]" N Q™ hat das untere Jordan-Maf§
foo(M) = 0 und das obere Jordan-Mafl ©> (M) = 1, sie ist also nicht messbar.

Wie das obige Beispiel zeigt, ist die Messbarkeit beziiglich des Jordan-Mafles
in der Regel nicht auf unendliche Vereinigungen erweiterbar: M ist eine
abzéhlbare Vereinigung von Punktmengen, ndmlich rationaler Zahlen. Diese
haben jeweils das Maf3 0, sodass die Summe der Mafle ebenfalls verschwindet;
andererseits ist die Vereinigung M dieser Punkte selbst nicht messbar. Es gilt
aber

Satz 3.2.17. Ist M = |J,.n M, eine abzihlbare Vereinigung messbarer Mengen
derart, dass M; N M; fiir verschiedenen i,j € N eine Nullmenge ist, und ist
M selbst messbar, dann gilt

p(M) = Zu(Mz’) :

3.2.3 Das Verhalten des Jordan-MaBes unter Abbildungen

Dass das Maf} einer messbaren Menge nach Anwenden einer Abbildung be-
liebige Werte annehmen kann, zeigt bereits das Beispiel f, : R" — R" mit
fa(z) = az fiir « € R. Dann ist

p(fa([0.17)) = Jal".

Als weiteres Beispiel hatten wir schon gesehen, dass das Mafl jedoch invariant
unter Translationen ist.

Eine wichtige Eigenschaft ist die folgende, die Aussagen iiber Bilder ”niedrig-
dimensionaler” Mengen macht.

Satz 3.2.18. Es seien m < n, die Menge M C R™ messbar im R™ und
f: M — R™ Lipschitz-stetig. Dann ist f(M) eine Nullmenge im R".

Das ist insbesondere der Fall, wenn M kompakt und messbar und f stetig
differenzierbar ist.

Hiermit und mit Hilfe von Folgerung 3.2.14.6 kann man nun ganze Klassen
von Teilmengen des R™ als messbar identifizieren.
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Bemerkung 3.2.19. 1. Beschriankte Teilmengen echter affiner Un-
terrdume des R" sind Nullmengen.

2. Eine Menge M C R"™, deren Rand sich zerlegen ldsst als OM = Ule K;
mit K; = g;(N;) wobei

e N, C R™ kompakt und messbar,
e n; <nund

e g, stetig differenzierbar,
ist messbar.
3. Alle Biille, Vollellipsoiden und alle Polyeder des IR? sind messbar, genauso
wie ihre Verallgemeinerungen in andere Dimensionen.
Ein wichtige Klasse von Abbildungen sind die linearen Abbildungen.

Satz 3.2.20. Es sei A € M,R, b € R" und fap(x) := Ax + b die durch A
und b vermittelte affine Abbildung. Weiter sei M C R™ messbar. Dann gilt

p(fap(M)) = |det(A)| (M) .

Beispiel 3.2.21. Das von den linear unabhiingigen Vektoren v!, ..., v® € R"
aufgespannte Parallelepiped P hat das Maf}

p(P) = [det (v',...,v")] .

Es stimmt somit mit dem in der linearen Algebra eingefithrten Volumen
iiberein.

3.3 Integration im R”

Bevor wir zur Integration in mehreren Dimensionen kommen, werden wir
eine weitere Darstellung der Riemann-Integration in einer Dimension diskutie-
ren. Fiir die im Folgenden verwendeten Bezeichnungen sei auf Kapitel 2.2.3
verwiesen.
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3.3.1 Das Darboux-Integral in R

Fiir eine reelle, beschrinkte Funktion f auf einem Intervall [a, b] betrachten
wir zu einer Zerlegung Z = {xg,21,...,2} C Rmita = z9 < 11 < ... <
Tp—1 < xp = b nicht beliebige Zwischenvektoren E = {&,...,&} und deren
Funktionswerte f(&;), um eine Summe zu definieren, sondern wir schauen uns
lediglich die ”grofiten” und "kleinsten” Werte auf den Teilintervallen [z;_1, z;]
an. Da wir die Stetigkeit von f nicht voraussetzen wollen, miissen diese nicht
existieren und wir konnen lediglich von Supremum und Infimum sprechen.

k
Fir j=1,...,k setzen wir h; = z; — z;_1, sodass Y h; =b—a.
j=1

Definition 3.3.1. Es sei f : [a,b] — R beschrinkt und Z = {xg, 21, ..., 2}
eine Zerlegung des Intervalls [a, b]. Weiter sei zu dieser Zerlegung h; wie oben
und

m (f) = sup{f(z) |z, <@ <y},
m;(f) == inf{f(z) |21 <z < x5}

Dann heiflen
k ' k
0s(Z) = Zm”(f)hj und  Uy(Z) := ij(f)hj

Obersumme und Untersumme von f beziiglich Z.

Bemerkung 3.3.2. Es sei f : [a,b] — R eine beschriinkte Funktion und Z, Z
seien Zerlegungen von [a, b]. Dann gilt

L. Oy(Z) > Ug(Z)
2. Op(Z2") S O04(Z), Us(Z') 2 Up(Z) und Oy (Z')=Us(2") < O4(Z)=Uy(Z)

fiir jede Verfeinerung Z’ von Z
3. U(2) < 04(2)
4. supUs(2) < irzlfOf(Z)
z

Definition/Bemerkung 3.3.3. Es sei f : [a,b] — R beschréankt.
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1. Die Werte

b b
f(z)dr :==1inf Op(Z) und ][ f(z)dz :==supUs(Z)
4 ax* Z

a

heiflen oberes und unteres Darbouz-Integral.

b *

b
2. f heilt Darbouz-integrierbar, wenn y[ flx)dz = y[ f(z)dz. Dieser

Wert heifit das Darboux-Integral und wir schreiben

]{bf(:v)d:v.

Satz 3.3.4. Eine beschrinkte Funktion ist genau dann Darbouz-integrierbar,
wenn gilt

Ve>03Z:042Z)-Ui(Z) <.

Wir koénnen nun die Darboux-Integration mit der Riemann-Integration ver-
gleichen. Es zeigt sich, dass wir keinen neuen Integrationsbegriff bekommen,
sondern "nur” die Riemann-Integration wiederfinden.

Satz 3.3.5. Die Riemann-integrierbaren Funktionen auf einem Intervall [a, b]
sind genau die Darboux-integrierbaren und wir schreiben

/abf(:c)dx :jébf(x)da; zjgbf(x)dw.

Der Vorteil ist, dass wir ein handliches Verfahren zur Bestimmung des Integrals
mit Hilfe der Ober- und Untersummen erhalten.

Satz 3.3.6. Wir kénnen die Integrierbarkeit mit Hilfe von Zerlegungsnullfolgen
charakterisieren. Diese kinnen wegen der Vertrdaglichkeit unter Verfeinerung
stets als Zerlequngsnullfolgen angenommen werden.

1. Ist f : [a,b] — R integrierbar, so gibt es eine Zerlegungsfolge (Z,) von
[a,b], sodass

n—o0 n—oo

b
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2. Es sei f :[a,b] = R eine beschrankte Funktion. Weiter sei (Z,) eine
Folge von Zerlegungen des Intervalls |a,b], sodass die beiden Grenzwerte

lim Uy(Z,) und lim O(Z,) existieren. Stimmen diese tberein, so ist
n—oo n—oo

f integrierbar und es gilt

/bf(x) dr = nh_)n;o Us(Z,) = lim O(Z,).

n—oo
3.3.2 Integration im R"

Eine mehrdimensionale Variante der Riemann-Integration ist ohne Weiteres
formulierbar: In den eindimensionalen Definitionen lassen sich etwa Intervalle
durch Quader (also kartesische Produkte von Intervallen) und Zerlegungen
entsprechend durch kartesische Produkte von Zerlegungen ersetzen. Die Zwi-
schenvektoren werden zu Vektoren deren Eintrdge selbst Vektoren sind. Dann
erhdlt man fiir Quadergebiete analoge Aussagen, wie im Eindimensionalen
und vor allem eine mehrdimensionale Variante von Folgerung 3.3.6 bleibt fiir
Quadergebiete giiltig. Um von Quadern auf allgemeinere Definitionsmengen
zu schlieffen (z.B. auf Vereinigungen von Quadern als Verallgemeinerung der
Vereinigung von Intervallen) nutzt man die folgende Konstruktion: Man be-
trachte eine beschrankte Teilmenge M C R"™ und eine Funktion f : M — R.
Die Funktion f besitzt eine Erweiterung f,, : R™ — R, die insbesondere auf
jedem Quader Q mit M C (@) erklart ist. Sie ist definiert durch

) fx) fallsxeM
fu(@) = {0 falls o & M

Hat man nun so eine Definition des Integrals iiber Quader, so definiert man
das "Integral von f iiber M” als das "Integral von f,; iiber Q.

Definition/Bemerkung 3.3.7. 1. Fiir M C R" definieren wir die cha-
rakteristische Funktion xa : R™ — R von M durch

() 1 fallsz e M
Tr) .=
X 0 fallsz ¢ M

Die charakteristische Funktion ist in allen Punkten x ¢ OM stetig.
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2. Ist f: M — R eine Funktion mit Definitionsbereich M C R”, dann
schreiben wir die Erweiterung fy; : R™ — R von f als Produkt fy; =
X f. Diese Schreibweise ist sinnvoll, wenn wir vereinbaren, dass das
Produkt einer Funktion an einer Stelle, wo diese nicht definiert ist, mit
0 verschwindet.

Wir werden die mehrdimensionale Integration hier &hnlich zur eindimensio-
nalen einfithren. Wir werden jedoch, motiviert durch Folgerung 3.3.6, zur
Definition direkt spezielle Zerlegungsnullfolgen. Wir beschranken uns in der
Begriindung dafiir, dass die Konstruktion das obige liefert darauf, zu bemerken,
dass unsere Definition im Fall einer Dimension das bereits Bekannte liefert.

Wir gehen im Folgenden wie im vorigen Abschnitt vor. Wir ersetzen dabei im
Wesentlichen die Intervalle durch Wiirfel/Quader und die Intervalllinge durch
das Mafl der Wiirfel/Quader.

Definition/Bemerkung 3.3.8. Es sei f : M — R eine reelle, beschrinkte
Funktion auf der beschréankten Menge M C R"™. Weiter sei W, z ein Elemen-
tarwiirfel. Damit sei

m"(f) := sup { fu(w) |z € W,a}
mrﬁ(f) := inf {fM(x) |l’ € Wr,d’} )

und die endlichen Summen

Oslr) = 32w (f) o
Up(r) = 3 mealf) - o

Dann gilt Bemerkung 3.3.2 sinngeméaf und wir definieren das obere und untere
(Riemann-)Integral als

/* f(x)d"z := lim Of(r) und f(x)d"x ;= lim Ug(r).

7—00 M 7—00

Wir nennen f integrierbar, wenn oberes und unteres Integral iibereinstimmen
und schreiben dann

/M fla)d'z = /M fayde= | fyd.
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Beispiel 3.3.9. Ist M = [a,b] C R und f : [a,b] — R integrierbar, dann gilt
b
f(z)d'z = / f(x)dx
[a,b] a

Ebenso wie in Satz 3.3.4 haben wir das folgende Integrationskriterium

Satz 3.3.10. Die beschrdnkte Funktion f : M — R™ ist auf der beschrankten
Menge M C R"™ genau dann integrierbar, wenn

Ve >03rg € NVr > rg: Op(r,d) — Us(r,d) <e.

Dass eine grofle Menge von Funktionen integrierbar ist zeigt der folgende Satz

Satz 3.3.11. Es sei f: M — R eine beschrankte Funktion auf der beschrdnk-
ten Menge M C R™.

1. Verschwindet f auf M mit Ausnahme einer Nullmenge, so gilt

/M flz)d"z =0

2. Ist f in allen Punkten von M mit Ausnahme einer Nullmenge stetig, so
st f integrierbar.

Das Integral hat die iiblichen Eigenschaften.

Bemerkung 3.3.12. In den folgenden Punkten geniigen die Mengen M, N
und die Funktionen f, g den notwendigen Voraussetzungen.

1. Fiir alle o € R ist

| @ ragan o= [ f@dara [ g

2. Ist f(x) >0 fiir alle x € M, so gilt/ f(x)d"z >0
M

sm@mwwsAUMWx
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4. Ist M N N eine Nullmenge, so gilt

/MuNf(x)d%:/]\4f(x)dn$+/]vf($)dnx-

Ebenfalls gilt die folgende zu erwartende Aussage

Satz 3.3.13. Ist M C R"™ messbar, so ist
pO0) = [ e e,
M

Wir schreiben auch p(M) = [,, d"z.

Folgerung 3.3.14 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Es sei M C R”
messbar und f : M — R integrierbar. Weiter seien ¢ := inf{f(z) |z € M}
und C :=sup{f(z) |z € M}.

1. Unter diesen Voraussetzungen gilt cu(M) < / flz)d"z < Cu(M).
M

2. Nimmt f jeden Wert zwischen ¢ und C' an, so gibt es ein £ € M mit
[ s = puan.
M

Zur praktischen Berechnung von Integralen ist der folgende Satz fundamental.
Er erlaubt es uns das n-dimensionale Integral unter leichten Voraussetzungen
auf das eindimensionale zuriickzufiihren.

In den né#chsten beiden Sétzen nutzen wir die folgende Bezeichnung: Mit
M; C RP, My C R? sei M = M; x My C R"™. Die Punkte aus M;, M5 und
M bezeichnen wir mit x, y und z = (x,y). Ist f: M — R eine Funktion, so
schreiben wir f(z) = f(z,y) fir z = (z,y) € M = M; x M.

Satz 3.3.15 (Satz von Fubini). Es seien My C R? und My C R? beschrdinkte
Mengen. Auf der Menge M = My x My C R™ betrachten wir die Funktion
f:M — R. Ist f integrierbar so gilt

[z [ ([ epay)ee= [ ([ sapay)es
_ /M2 ( A; f(z,y) dpx> dqyz/M2 < Ml*f(x’w d%) diy .
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Wie der Beweis von Satz 3.3.15 zeigt, brauchen wir die Gleichheit der (existie-
renden!) inneren Integrale nicht vorauszusetzen. Anwenden werden wir den
Satz in der Regel jedoch in der folgenden schérferen Variante, die den gleichen
Namen tragen soll.

Folgerung 3.3.16 (Satz von Fubini — Variante). Es gelten die Bezeichnungen
aus Satz 3.3.15. Ist f : M — R integrierbar und existiert das Teilintegral

[z, y) d%y so gilt®

/Mf(z)d”z: /M ( MQf(x,y) dqy> &Pz

Dass M die Form eines Produktes hat, ist keine wirkliche Einschréankung, wie
die folgende Bemerkung zeigt.

Bemerkung 3.3.17 (Praktische Anwendung des Satzes von Fubini). Es seien
M CcR"=RP x R? und M; :=m (M) C RP, My = my(M) C RY. Weiter sei
fiir x € M, die Menge M* C RY definiert als

M* :={y e R[(z,y) € M}.
Dann ist My = (J, ), M®. Ist nun x € M, fest gewihlt, so gilt

X f (@) = Xar= f (3, -)

Damit ist mit z = (x, )

/Mf(z)d"z: /M1 ( - flz,y) dqy> P

Siehe dazu Abbildung 3.3.1.

() Liegt eine Zerlegung des Punktes z € R" in der Form z = (x,y) mit z € R?,y € R4
vor, so schreiben wir auch d"z = d"(z,y).
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Abbildung 3.3.1: Der Satz von Fubini
{1} x My {2} x My?

I To M1

Beispiel 3.3.18. 1. Essei M = {(z,y) e R?*|0 <2 <1,2<y <3} und
f(z,y) = zy?. Dann ist M = [0,1] x [2,3] und es ist

/Mf(:v,y)dQ(flc,y)Z/O1 (/23xy2dy) dx
[ e

2. Essei M = {(z,y,2) € R*| 2z > 0, max{|z|, [y[} <1} N B ;(0,0,0). Wir
zerlegen M geméfl der vorigen Bemerkung.

Mit My = (M) = {(z,y) € R*| max{|z], [y} < 1} = [-1,1]* ist

M(’”’y):{zEngzg\/2—:1:2—y2}: [0, 2—:1:2—y2} )

Damit haben wir

un) = [ @y

_ /[1,1}2 ( /0 Ve dz) @ (z,y)
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V2 — 22— 2 d*(z,y)

[ 1

- ( m dy) dx
[ (e () Y

:2_<1 7 2[) 5 42

T+ —-m——"n| =<7

D) 3 3 3 "

Dabei haben wir von der vierten zur fiinften Zeile mit a® = 2 — 2
genutzt, dass

1 2 t
/\/ﬂdt = §t\/m + % arctan (—2 t2)
a p—

und von der fiinften zur sechsten das gleiche nochmal jedoch mit a? = 1,

sowie
1
a® —t°)arcsin (| ———
/( 2 _42) ; < )dt
a2 — 12
—E«/a2—t2—1+ a2t—ﬁ arcsin S
- 6 3 /a2 _ t2
3 t— 1 t -1
— CL_ (arctan (M) + arctan (M>>
3 a2 —12 -1 a?—t2—-1
3a% +1 ( 3 >
+ arctan | ———
6 a?—12—1
mit a? = 2.

Beispiel 3.3.19. Das Volumen des n-dimensionalen Balls B} (0) erfiillt die
Rekursionsformel

21 R? _
u(BR(0)) = == u(By*(0))
also
7rkR2k 22k+1 k}!?TkRZk—H
N(B?%k(o)) = Ll /L(B?%kﬂ(o)) = 2k +1)!
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Fiir den Beweis erweist sich die folgende Tatasche als niitzlich:

Es sei f:R? — R stetig und f hinge nicht echt von (z,y) € R? ab, sondern

nur von dem Ausdruck r := /22 4+ y2. Setzen wir nun f(r) := f(z,y) fur
(z,y) mit 22 + y* = r?, so gilt

R ~
/ f(xa y) d2<5€73/) — 27'['/ f(?“)T' dr.
B%(0) 0

3.3.3 Die Transformationsformel

Wir betrachten im R? die Kugelkoordinaten aus®) Beispiel 2.3.11:

r cos(p) sin()
d:R* - R?, O(r,0,p) = | rsin(yp)sin()
rcos(6)

Dabei bezeichnen wir den Urbildraum und den Bildraum auch als (r¢f)- und

(zyz)-Raum und bezeichnen ihn mit R}, und R3, ..
Die Funktionalmatrix

cos(p)sin(f) rcos(p) cos(f) —rsin(p) sin(f)
D®(r,0,p) = | sin(p)sin(@) rsin(p)cos(d) rcos(p)sin(f)
cos(0) —rsin(f) 0

hat die Determinante
det D® = r*sin(f).

Damit ist ® um jeden Punkt (r,¢,6) € R® mit Ausnahme von (0 x R?) U
(]R2 X Zw) lokal umkehrbar, siehe Satz 2.5.36. Die Abbildung ® ist sogar ein
Diffeomorphismus auf das Bild, wenn wir sie auf die Menge

R~ % ]0,7[ x ]0,27[ C R},

einschranken. Das Bild ist in diesem Fall

R*\ {(#,0,2) e R* |2 >0} C R}

Tyz

® hat die folgenden Eigenschaften:

() Die Variable ¥ ist hier durch die Variable 6 = 5 — U ersetzt worden.
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e ® bildet den Quader Qr = [0, R] x [0, 7] x [0, 27] auf den Ball Bx(0) ab.

e Ein "kleiner” Quader Q := [r1, 2] X [p1, p2] X [01, 02] wird durch & auf
ein Kugelschalensegment abgebildet. Vom Ursprung aus betrachtet hat
es die folgende Gestalt:

— seine ”Unterseite” hat die ”Seitenlangen” 7r;sinf; (ps — ¢1),
r18in 0y (3 — 1) und zwei mal 71 (03 — 6;),

— seine ”Oberseite” hat die ”Seitenldngen” rosinf; (p2 — ¢1),
rosin by (wo — 1), und zwei mal r9(6y — 61),

— es hat die Hohe ro — 7y,

siehe Abbildung 3.3.2.

Wollen wir nun eine Funktion f(x,v, 2) iiber die Kugel Br(0) integrieren, so
wissen wir, dass das Ergebnis wie folgt aussieht

R VRZ_:2 \/ R%2—y2—22

/f(a:,y,Z)d?’(:v,y,z):/ / / Fla,y,2)dx | dy | dz.

BRr(0) —R \-vRZ-:2 —/RP—y?—22

Bringen wir nun die Abbildung ® ins Spiel und beachten statt f die Funktion

f(r, 0,0) = (fod)(r,0,p) = f(r cos() cos(0), rsin(yp) cos(6), rsin(@))

und beachten, dass ®1(Bg(0)) = Qg ist, so kénnen wir statt des obigen
Integrals das einfacher zu berechnende Integral

o f(r,0,0)d*(r,0,p) = /OR (/Oﬂ (/0% f(r,0, ) dg0> d@) dr

betrachten. Die beiden Integrale liefern jedoch unterschiedliche Werte, wie die
Funktion f(x,y,z) =1, also auch f(r, 0, ) =1, zeigt

4
/ d*(z,y,2) = =7R®>  aber / d*(r,0,0) = 2m°R.
Br(0) 3 Qr

Wir konnen diese Idee trotzdem nutzen, und wir erhalten die folgende giiltige
Umrechnungsformel fiir mehrdimensionale Integrale:
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Abbildung 3.3.2: Das Kugelschalensegment als Bild des Wiirfels unter .

/7"2 sin(61)(p2 — ¢1)

71 8i0(01)(p2 — ¢1)

/ )¥1

E)’:j
in(02 =

Satz 3.3.20 (Transformationsformel). Es seien M C R und N C R? kom-
pakt und messbar. Weiter sei ® : M — N surjektiv und stetig differenzierbar.
O sei lediglich auf einer Nullmenge M \ M' C M nicht injektiv, sodass ®|pp
injektiv. Fir allew € M’ sei D®(u) € M,R invertierbar und es sei f : N — R

stetig. Dann gilt

/Nf(l’) d"z = /M(f o ®)(u) |det (D@(u))| d"u.

Beweisskizze. Der Hauptpunkt im Beweis ist die Begriindung der folgenden
Tatsache: Es sei M C R" eine kompakte messbare Menge und ® : M — R"
stetig differenzierbar derart, dass D® auf ganz M regulér ist. Dann gilt:
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Vug € MVe>035>0Va<dVW =ug+ [—a,a]”
| 1(® (W) = [det (DD(uo))] 1(W) | < € (W)
U

Bemerkung 3.3.21. Der Fall n = 1 in Satz 3.3.20 entspricht der Substituti-
onsregel fiir eindimensionale Integrale, siehe Satz 1.5.8.1. Der Unterschied der
dortigen Formel zur Transformationsformel ist das Fehlen des Betrags. Das
wird an der Stelle durch die Anpassung der Integralgrenzen kompensiert.

Beispiel 3.3.22. Fiir die Menge M C R3, die durch die Mengen

0= {(wy2) |2 =1},
U= {(as,y,z) ‘z :$2+y2}

begrenzt wird, wollen wir das Integral
1= [ 1y P2
M

berechnen. Mit dem Satz von Fubini gilt

/1 / F@y,2) d(w.y) | dz =

O\H
S\S

.
/ f(z,y,2)dedydz
Iy

oder

|

1 l1—x

I:/ /f(x,y,z)dz d*(z,y) :0/ / /fxy, dz dy dx

B1(0) \z2+y? 122 22442
Nutzt man Zylinderkoordinaten ®(r, ¢, z) = (r cos(p), rsin(p), z), so ist
“H0) ={(r,¢,2) [s =1} =R=" x [0,27] x {1},
O HU) = {(r, ©, %) |z = 7‘2} .
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Nutzt man noch det(D®) = r und schreibt f(r, ¢, z) = f(rcos g, rsin(p), 2),
so gilt wegen der Transformationsformel

2T
I = / rf(r,go,z) d*(r,p, 2) :/ /rf(r,gp,z) d*(r,z) | dp
a-1(M) 0 \are

2r 1 r2
:///Tf(r,gp,z)dzdrd(p
000

wobei im letzten Schritt M? = {(r,z)|r € [0,1],2z € [r? 1]} nicht von ¢
abhéngt. Ebenso kénnen wir wie folgt rechnen:

1 1 Vz 2r
:/ / rf(r,gp, )d2 ///r r,p,z)dpdrdz
0 0,1/2]x[0,27] 0 0 0
oder
1 27 r2
1 ~
I = / (/ rf(r,p,z)d ) :///r (ryp,2)dzdpdr
r2
[0,1]x[0,27]

Wihlt man speziell f(z,y,z) = /22 + y?, so ist [ = —7r Wiéhrend die Inte-
gration hier in kartesischen Koordinaten einen nicht unerhebhchen Aufwand
erfordert, verlauft diese in Zylinderkoordinaten nahezu problemlos.

Der Satz von Fubini ldsst sich oft in der folgenden Form anwenden. Im vorigen
Beispiel haben wir das an mehreren Stellen genutzt.

Beispiel 3.3.23. Es sei U C R" ! messbar und f,, f, : U — R Funktionen
mit f,(r) < f,(z) fiir alle x € U. Ist M C R™ in der Form®

M = {(z,t) € R" | fu(z) < < fo(2)} .

gegeben, so ist

/M Fx,t) d™(z, 1) = /U < /fj::)f(x,t)dt> 4"y

(1n der Literatur heissen Bereiche dieser Forma uch Normalbereiche.
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3.4 Regulare Teilmengen des R™

Solch eine Beschreibung kann man oft durch geschickte Zerlegung des Inter-
grationsbereichs erhalten.

3.4

Regulare Teilmengen des R"

3.4.1 Vorbereitungen

Unter regulidren Punktmengen verstehen wir in diesem Kapitel Teilmengen des
R™, die bestimmte natiirliche, durch die Anschauung motivierte Eigenschaften
haben. Bevor wir uns diesen ”schonen” Teilmengen des R™ widmen, wollen
wir noch zwei Eigenschaften von Abbildungen nachholen, die eng verwandt
sind mit dem Umkehrsatz 2.5.36 und sich aus diesem ableiten lassen. Dariiber
hinaus kann die erste auch als Variante des Satzes iiber implizite Funktionen
2.5.31 angesehen werden.

Satz 3.4.1 (Submersionssatz/Immersionssatz). 1. Es sei m > n, M C

R™ und f: M — R"™ stetig differenzierbar. Weiter sei 2° € M derart,
dass die Funktionalmatriz D f(z°) den wvollen Rang n hat. Dann gibt
es einen Ball B = B,(z°) C M und einen Diffeomorphismus h : B —
h(B) C R™, sodass

f(@) = (hi(z),... hy(z)) fir alle z € B,

wobei (hy, ..., hp, hpi1,. .. hy) die Komponentenfunktionen von h be-
zeichnen. Mit Hilfe der Projektion m : R™ — R" m(x1,...,2y) =
(z1,...,2,) schreibt sich das als

f‘B =moh.

Es seik <n, M C RF und f : M — R"™ stetig differenzierbar. Weiter

sei 2° € M derart, dass die Funktionalmatriz D f(z°) den vollen Rang

k hat. Dann gibt es einen Ball B = B.(2°) C M und eine offene

Menge U C R™ mit B x {(0,...,0)} C U und einen Diffeomorphismus
———

€Rn—F

h:U — h(U) C R™, sodass
f(z) = h(z,0,...,0) firallex € B.
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Mit Hilfe der Inklusion v : R¥ — R", «(z) = (z,0,...,0) schreibt sich
(n—k)-mal

das als

f‘B =ho L‘B :
Abbildung 3.4.1: Zum Submersionssatz 3.4.1.1
Rm
f(M)

B

;)
— Cw

Rm—n

Abbildung 3.4.2: Zum Immersionssatz 3.4.1.2

Rn—k

J
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Beweisskizze.

1. Es seien (fi,..., f,) die Komponentenfunktionen von f und ohne Be-

schriankung gelte det (<8f L(gY )) > # (0. Dann hat eine geeignete

Einschrankung der Abbildung

h(xlavxm) = (fl(ajla7xm)7>fn<x17>xm>:$n+1>axm)

die gewiinschten Eigenschaften.

2. Es seien v!,... v" % € R" eine Ergénzung von ngl (2%),..., %(wo) zu
einer Basis des R"™. Dann hat die Abbildung
n—k
h(z,t) = f(x) + thvj
j=1
die gewiinschten Eigenschaften. 0

Bemerkung 3.4.2. e Schreiben wir in Satz 3.4.1.2. h™' = (g1,...,n),
S0 ist f{ ) o = (g1, -+, k)

e Aus Satz 3.4.1.1. folgt der Satz iiber implizite Funktionen. Das liefert
insbesondere die Aquivalenz des Umkehrsatzes und des Satzes iiber
implizite Funktionen:

Das sieht man, indem man die Abbildung aus dem Beweis heranzieht.
Wir schreiben die Element aus dem Definitionsbereich von f und h
als  und die aus dem Bildbereich in der Form (y, z) mit y € R" und
z € R™™". Damit schreibt sich die im Beweis konstruierte Funktion als

y = f(x)

2= (Tpity--sTm)

h(z) = (y, z) mit {

Setzen wir weiter yo = f(z9) € R" so gilt
h(f7 {wH) N B) ={y € h(B)|n(y.2) = ¢’} = {4’} x V
mit V ={z € R™"|(y°, 2) € h(U)}. Dann ist fiir alle z € V

h_l(yoa Z) = (hl_l(yoa 2)7 ) hgl(yov Z)a Z) )
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denn es ist

(v°,2) = h(h™' (", 2))
= (F(N0 2)), R (0, 2), - B, 2))
——
e~ {¥°hH
- (yo’ h;-il-l(y(J? Z)a ce h;nl(yo, Z)) .

Schreiben wir noch g : V. — R™ mit g(2) := (h;' (v, 2),..., h 1 (30, 2)),
so ist

N nB=h" (A ({y"}) N B))
=h ({y°} x V)
={(9(2),2)|z € V}.

Dies ist die Aussage aus dem Satz iiber implizite Funktionen.

3.4.2 Untermannigfaltigkeiten des R"

Definition 3.4.3. 1. Ein Punkt 2° € M C R" heif$t requlirer Punkt von
M der Dimension k, wenn es eine Menge U C M mit 2° € U und eine
offene Menge V' C R* sowie eine Abbildung ® : V — U gibt mit

e & ist bijektiv und stetig.

o Ol U — V ist stetig (beziiglich der relativen Offenheit beziiglich
M in R™)

2. Ist 2¥ regulér der Dimension &, so heifit 2° ein r-requldrer Punkt, wenn
® r-mal stetig differenzierbar ist und Rang(D®(2°)) = k. Ist r = oo, so
heifit 20 ein glatter Punkt

3. Die Abbildung ® heifit Parametrisierung (von M um z°) und die Abbil-
dung &' heiBt Karte (von M um z°).%)

Bemerkung 3.4.4. e Ist 2° € M regulér und ® : &~1(U) — U C M eine
Parametrisierung um 2, dann sind alle Punkte aus U regulir derselben
Dimension k.

() Genauer C"-Parametrisierung oder C"-Karte, wenn ® r-mal stetig differenzierbar ist.
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e Die reguliéren Punkte der Dimension & bilden eine (relativ) offene Teil-
menge von M.

e Die nicht-reguldren Punkte bilden eine (relativ) abgeschlossene Teilmenge
von M.

e Ist k die Dimension des reguliren Punktes 2 € M, dann miissen nicht
alle reguldren Punkte von M diese Dimension haben.

Das motiviert nun die folgende Definition.

Definition 3.4.5. 1. Eine Teilmenge M C R™ heifit k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des R™, wenn jeder Punkt aus M regulédr der Dimension
k ist.

2. Als Atlas bezeichnen wir eine Menge von Karten von M, deren Definiti-
onsbereiche ganz M iiberdecken.®

Bemerkung 3.4.6. Es seien V;,V,C R¥und ®; : V;, = M und & : Vo — M
zwei Parametrisierungen eines C"-Atlanten der Untermannigfaltigkeit M C R™.
Dann ist ®;' o @, : @51@1(%) N @2(1/2)) — <I>f1(¢>1(1/1) N QDQ(VQ)) eine r-
mal stetig differenzierbare Abbildung zwischen offenen Mengen des RF, siche
Abbildung 3.4.3.

Bezeichnung 3.4.7. e Statt Untermannigfaltigkeit sagen wir ab jetzt
kiirzer nur Mannigfaltigkeit.

e Wenn wir im Folgenden von Mannigfaltigkeiten sprechen sind diese —
wenn nicht anders angegeben — in der Regel glatt, jedoch stets mindestens
stetig differenzierbar.

Verabredung: Um uns technische Probleme zu ersparen, setzen wir in
diesem und den folgenden Kapiteln voraus, dass die betrachteten Mannig-
faltigkeiten endliche Atlanten besitzen.

() Genauer sprechen wir von einer C"-Untermannigfaltigkeit, wenn alle Punkte r-reguliir
sind, und von einem C"-Atlas wenn alle Karten r-mal stetig differenzierbar sind. Im Fall
r = oo sprechen wir auch von einer glatten Untermannigfaltigkeit und einem glatten Atlas.
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Abbildung 3.4.3: Der Kartenwechsel

Pt o dy
Vi =07 (D1(V1) NDy(Va)), Vo = &5 1 (01(V7) N Do(V2))

Beispiel 3.4.8. 1. Die Sphiren S '(2°) C R" sind Mannigfaltigkeiten
der Dimension n — 1.

2. Die affinen k-dimensionalen Unterrdume des R"™ sind Mannigfaltigkeiten
der Dimension k.

3. Die offenen Teilmengen des R” sind genau die n-dimensionalen Unter-
mannigfaltigkeiten des R".

4. Der Schnitte von Sp'(0) C R™ mit dem affinen Unterraum E, :=
ale,) +{x € R"|xy = ... = 2y = 0} fur £ € {1,...,n — 2} ist
entweder leer || > 1, besteht aus einem Punkt |a| = 1, oder ist
eine Mannigfaltigkeit der Dimension n — ¢ — 1. Der Schnitt ist gerade
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ae, + SM5H0).

1—a?

Einige der Eigenschaften aus dem vorigen Beispiel sind so fundamental, dass
wir sie hier herausstellen wollen.

Satz 3.4.9. 1. Es sei U C R* offen und f : U — R’ eine r-mal stetig
differenzierbare Abbildung. Dann ist ihr Graph

G; = {y e R |y = (v, f()) fiir ein x € U}

eine k-dimensionale C"-Mannigfaltigkeit in R¥T. Die Abbildung ® :
U — R mit ®(z) := (x, f(x)) ist eine globale Karte.

2. Es sei F : RFYY — RY r-mal stetig differenzierbar und fiir alle 2° €
F=Y(4°) sei der Rang von DF(2°) mazimal, also k. Dann ist F~'(yq)
eine C"-Mannigfaltigkeit der Dimension k.

Mit Satz 3.4.1 besitzt das zuvor gesagte auch eine — zumindest lokale — Um-
kehrung, die wir mit der vorigen Aussage wie folgt zusammenfassen.
Satz 3.4.10 (Darstellungssatz fiir Mannigfaltigkeiten). Die folgenden drei

Charakterisierungen einer Teilmenge M C R™ sind dquivalent:

1. M ist eine C"-Mannigfaltigkeit der Dimension k.

2. Zu jedem Punkt 2° € M gibt es eine offene zusammenhdingende Um-
gebung U C M und eine offene Teilmenge V. C RF, sodass U der
Graph einer r-mal stetig differenzierbaren Abbildung f : V — R" % ist
(gegebenenfalls nach Umsortierung der Koordinaten).

3. Zu jedem Punkt 2° € M gibt es eine offene Umgebung U C M, eine
offene Menge V-C R™ mit U C V und eine r-mal stetig differenzierbare
Abbildung F : V — R"* sodass U = F~1(0).

Etwas plakativ kann man sagen: Eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit M C R"
lésst sich lokal

e als Bild einer Parametrisierung ® : R* — R" oder

e als Graph einer Abbildung f : R* — R"* oder
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e als Nullstellenmenge einer Abbildung F' : R* — R**

darstellen. Sind im letzten Fall (Fy,..., F,,_x) die Komponentenfunktionen
von F', so kann man sagen, dass M sich lokal

Fl(l'l, N ,J]n) =0
e als Losungsmenge des Gleichungssystems :
Foy(xy,...,2,) =0

darstellen lasst. Wie wir im Laufe der Vorlesung sehen werden, haben alle drei
Darstellungen ihre Vorteile.

Bezeichnung 3.4.11. Die n — 1 dimensionalen Mannigfaltigkeiten im R”
nennen wir auch Hyperflichen. Sie sind lokal Nullstellenmengen von reellen
Funktionen F auf R" oder lokal Graphen reeller Funktionen f auf R" 1.

Es folgen einige wichtige Beispiele fiir Hyperflichen im R"
Beispiel 3.4.12. 1. Die Sphiren Sp~!(2°) C R™ sind Hyperflichen

2. Die affinen Hyperebenen E, s = {z € R" | (v,z) = ¢} mit Normalenvek-
tor v und Abstand |0| zum Ursprung sind Hyperflichen.

3. Ist A € M,R eine symmetrische Matrix, b € R™ und v € R, dann sind
alle Punkte der Quadrik

Q(A,b,7) = {z € R"|2' Az — 2b'2 — v = 0}

regulidr mit Ausnahme der Punkte die das lineare Gleichungssystem
Ax = b 16sen. Durch die Transformation x — y = x — b erhalten wir

Q(A,b,7) = b+ Q(A,0,7)

mit 4 = v — b*Ab. Mit dem Sylvesterschen Trigheitssatz und mit Hilfe
einer Skalierung erreichen wir, dass es reicht Diagonalmatrizen mit
Eintrégen aus {0,1,—1} und Skalare 7 aus der gleichen Menge zu
betrachten.
. . . 1, 0

Ist speziell A symmetrisch so schreiben E, , := ( 0 -1, Z) und
Qz’e = Q(Enys0,7). Fiir v = £1 erhalten wir eine Hyperflache. Fiir
~v = 0 jedoch erst nach Entfernung des Ursprungs
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4. Im R? heiBen die Hyperfliichen Q?ﬁ und Q:{”Q zweischaliges und einscha-
liges Hyperboloid und Q3 \ {0} heiBt Doppelkegel.

Ist der Atlas einer Mannigfaltigkeit differenzierbar, dann macht es Sinn zu
fragen, ob eine Funktion auf der Mannigfaltigkeit differenzierbar ist.

Definition/Bemerkung 3.4.13. Es sei M C R" eine k-dimensionale Man-
nigfaltigkeit. Eine Abbildung f : M — R™ heifit differenzierbar in p € M,
wenn es eine Parametrisierung ® : U — M, u € U C R¥, ®(u) = p gibt, sodass
die Abbildung fo® : U — R™ in u € U differenzierbar im gewthnlichen Sinn
ist. Diese Definition ist unabhéingig von der Wahl der Parametrisierung.

Bemerkung 3.4.14. Ist M C R" eine Mannigfaltigkeit und ist die Funktion
f + M — R als Einschrdnkung einer differenzierbaren Funktion auf einer
offenen Menge V' C R"” mit M C V gegeben, dann ist f differenzierbar.

Beispiel 3.4.15. Es sei 2° € R" mit ||2°|| # R. Dann ist die Funktion
1

I — 0]

frSEH0) =R, flz)=
differenzierbar.
Wieder mit Hilfe der Konstruktion aus Satz 3.4.1 folgt auch hier die — zumindest

lokale — Umkehrung von Bemerkung 3.4.14.

Satz 3.4.16. Es set M C R" eine Mannigfaltigkeit und f : M — R eine in
p € M differenzierbare Funktion. Dann gibt es eine offene Umgebung V' C R"
um p und eine differenzierbare Abbildung f V — R miat f|Mm/

3.4.3 Kurven und Flachen

Wir werden uns in diesem Abschnitt einigen speziellen Teilmengen des R?
und R? zuwenden. Dazu fithren wir im Folgenden Sprechweisen ein, die Spezi-
alfdlle und Verallgemeinerungen von niedrigdimensionalen Mannigfaltigkeiten
beschreiben.

Die erste Definition ist bereits bekannt, siehe Definition 2.2.52, wir wollen sie
in diesem Kontext trotzdem wiederholen.
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Definition 3.4.17 (Kurven). 1. Eine Kurve ist eine Abbildung ¢ : I —
R, wobei der Definitionsbereich I C R ein Intervall ist. Wenn wir
betonen mochten, dass ¢ r-mal stetig differenzierbar ist, so sprechen wir
von einer C"-Kurve.

2. Eine C"-Kurve ¢ : [a,b] — R™ heiit geschlossen, wenn c(a) = ¢(b)
und ¢V (a) = cW(b) fiir alle j = 1,...,7. ¢ : [a,b] — R™ heiBt einfach
geschlossen, wenn ¢ geschlossen und cha bl injektiv ist.

Die Bilder von Kurven als Teilmengen des R" sind in der Regel keine eindi-
mensionalen Mannigfaltigkeit.

Bemerkung 3.4.18. 1. Eine Kurve ist nicht notwendigerweise injektiv.

2. Ist ¢ # 0, dann ist ¢ eingeschrinkt auf ein geeignetes offenes Teilintervall
wegen Satz 3.4.1 injektiv.

3. Das Bild einer injektiven Kurve ist nicht notwendigerweise eine Mannig-
faltigkeit.

4. Ist das Bild einer Kurve eine Mannigfaltigkeit, so ist ¢ ihre Parametri-
sierung.

Beispiel 3.4.19. Wir betrachten die Kurve ¢ : R — R? mit
c(t) = (sin(2t),sin(t)) .

i. Die Einschrankung auf [0, 27] ist geschlossen.

ii. Die Einschrdnkung auf J =] — {5, {5[ ist injektiv und ihr Bild eine
Mannigfaltigkeit.

_3

5, 0] ist injektiv, aber keine Mannigfaltigkeit.

iii. Die Einschriankung auf |
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Abbildung 3.4.4: Kurven, die keine Mannigfaltigkeiten sind

zu i. (schwarz) und ii. (rot) zu iii.

Definition 3.4.20. Es sei M C R" eine Mannigfaltigkeit und ¢ : I — R”
eine Kurve. ¢ heifit Kurve auf M, wenn ¢(I) C M.

Definition 3.4.21 (Flidchen). 1. Unter einem Fléchenstiick verstehen wir
eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit M C R3, die durch genau eine
Parametrisierung beschrieben wird.®

2. Eine (echte) Fliche ist eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit im R3.

3. Unter einer (allgemeinen) Fliiche verstehen wir eine Menge M C R? der
folgenden Form:

M ist die Vereinigung von endlich vielen Teilmengen M, = M, UC,
mit den Eigenschaften

(a) M, ist ein Flichenstiick, das iiber einer Menge U, C R? pa-
rametrisiert ist, deren Rand 0U, eine endliche Vereinigung von
einfach geschlossenen stiickweise stetig differenzierbaren Kurven
ist. Ist &, : U, — M, diese Parametrisierung, so gilt weiter

Co = B (3U,).

(b) M, N Ms ist leer, endlich oder Teilmenge von Cy, N Cy. Die Kurven,
die sich im letzten Fall ergeben nennen wir Kanten von M

(¢) M, N Mg M, ist eine endliche Menge.

()Wenn wir betonen wollen, dass die Parametrisierung r-mal stetig differenzierbar ist, so
sprechen wir genauer von einem C"-Flichenstiick.
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Der Punkt 3. ldsst sich ohne Umwege zur Definition einer allgemeinen zweidi-

mensionalen Untermannigfaltigkeit des R™ erweitern, indem wir in der ersten
Zeile lediglich R? durch R™ ersetzen.

Bemerkung 3.4.22. 1. Durch diese Definition wird insbesondere die
Oberflache eines Quaders zu einer allgemeinen Fliache. Ebenso gilt dies
fiir die Oberfliche eines Vollzylinders.

2. Aber auch die Halbsphére M, mit angesetztem Zylindermantel M,
ist eine verallgemeinerte Fliche. Die Kante dieser Fliche ist dann die
Verklebungslinie. Der nicht im Schnitt der Teilflichen vorkommende
Rand von ]\2/2 liefert schlieflcih den Rand von M.

3. Im Allgmeinen besteht der Rand von M aus den Teilen der Bilder der
C,, die nicht in den Schnitten der Teilflachen vorkommen.

Bemerkung 3.4.23. 1. Ein C"-Flachenstiick ist das Bild einer r-mal ste-
tig differenzierbaren Abbildung ¥ : R? D U — ¥(U) = M C R? derart,
dass U~!: W(U) — U stetig ist.

2. Eine (echte) Fliche ist eine Vereinigung von Fliachenstiicken, derart,
dass der Schnitt zweier Fléchenstiicke entweder leer oder selbst ein
Fléachenstiick ist.

3.4.4 Der Tangentialraum

Den Graphen G einer Funktion f : U — R fiir U C R"! konnen wir, wie wir
in Satz 3.4.10 gesehen haben, als (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit auf-
fassen. Bereits frither haben wir fiir solche Funktionen die Richtungsableitung
von f im Punkt 2° € U in Richtung v € R""! eingefiihrt, sieche Definition
2.5.1. Die Richtungsableitung ldsst sich als letzte Komponente der Ableitung
einer Kurve auf dieser Mannigfaltigkeit interpretieren. Dabei ist die betrachte
Kurve gerade t — (xo—f—tv, f (:L‘O—l—tv)) und ihr Bild liegt im Schnitt von M und
der Ebene span { (8), ((1))} C R". Die Gerade in dieser Ebene, die tangential
an die Kurve ist, bezeichnen wir als eine Tangente an Gy im Punkt (o, f(z°)),
analog zu Funktionen in einer Variablen. Die Tangente hat den Aufpunkt

(2°, f(2")) und den Richtungsvektor (Dv;(xo))' Schreiben wir ®(x) = (z, f(x))
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fiir die Parametrisierung von Gy, dann ist

v d d
(va(:co)) = a(ajo + tv, f(z° + tv))‘tzo = %Cb(xo + tv)’t:o
= D@(q}(), f(xo)) ‘0.

Alle so erhaltenen Richtungsvektoren von moglichen Tangenten an Kurven
auf der Mannigfaltigkeit bilden somit einen Untervektorraum des R"™ der
Dimension n — 1.

Definition 3.4.24. Es sei M C R" eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit und
p € M. Mit T),M bezeichnen wir den Tangentialraum an M im Punkt p und
definieren ihn wie folgt: Ist ® : U — M eine Parametrisierung um p und
schreiben wir u = ®~1(p), so ist

T,M = Bild(D®(u)) = D®(u)(R") ¢ R".

Dass Definition 3.4.24 sinnvoll ist, zeigt die folgende Bemerkung;:

Bemerkung 3.4.25. 1. Der Tangentialraum ist eine Untervektorraum
des R™ der Dimension k. Eine Basis ist durch die Spalten von D®(u)
gegeben.

2. Die Definition des Tangentialraums héngt nicht von der Wahl der Karte
ab.

Bemerkung 3.4.26. Ist M C R" eine Mannigfaltigkeit und 7,M der Tan-
gentialraum in p € M, dann nennen wir den affinen Raum p +7T,M C R" den
geometrischen Tangentialraum. In der Regel werden wir diese beiden Raume
miteinander identifizieren.

Beispiel 3.4.27. Es sei ¢ : [ — R" derart, dass ihr Bild M = ¢(I) eine
Mannigfaltigkeit ist. Dann ist der Tangentialraum im Punkt ¢(t) € M gegeben
durch ToyM = Rc (t) und der geometrische Tangentialraum stimmt mit der
Tangente iiberein: c(t) + R/ ().

Es folgt noch eine niitzliche Beziehung zwischen Tangentialvektoren und
Kurven auf Mannigfaltigkeiten:
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Satz 3.4.28. 1. Es seic: I — M C R" eine Kurve auf der Mannigfal-
tigkeit M die auf dem offenen Intervall I C R definiert ist. Dann ist
d(t) € TowyM fiir alle t € M.

2. istv € T,M C R"™, dann gibt es eine Kurve ¢ : | — e, e[ — R" mit
c(0) = p und <(0) = v.

Satz 3.4.29. Ist eine Mannigfaltigkeit M C R™ als Nullstellenmenge einer
Abbildung F : R™ D U — R"* gegeben, dann ist

T,M = ker(DF(p))
fir allep € M.

Satz 3.4.30. FEs sei M C R" eine Mannigfaltigkeit der Dimension k. Weiter
seip € M, ®:U — M eine Parametrisierung um p und u = ®~(p).

Die Abbildung D®(u) : RF — T,M C R™ bildet den Wiirfel [0,1]% auf ein
Parallelepiped Pyy C T,M ab, dessen Seiten durch die Spalten von D®(u),

also durch {g—i(u), o g—i(u)}, gegeben sind.
Nun sei sei {wy, ..., w,_} eine Orthonormalbasis des orthogonalen Komple-

ments von T,M in R". Dann ldsst sich das Volumen des obigen Parallelepipeds
berechnen zu

vol(Py(y)) = |det (8(1) (u),... a—q)(u), wr, . .. ,wnk)

8_’&1 ’ 8uk

(20w, 22 @) - (22(), 22w)

= |det : :
(82 (w), 22w) - (22(u), 22 (w))

Definition 3.4.31. Ist & : U — M eine Parametrisierung der Mannigfaltigkeit
M, dann bezeichnen wir im Folgenden die Funktion die u € U den Wert
vol(Py(y)) zuordnet mit

go U =R, go(u)=+/det(D®(u)T - DO(u)).
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Beispiel 3.4.32. 1. Es sei M C R3 eine Fliche und ® : R2 > U — M
eine Parametrisierung um p € M und p = ®(u). Weiter sei Py(,) das
von g—q>( ) und 2% 5. (u) aufgespannte Parallelepiped. Dann ist

m <——>

8u1 auQ( u)

7t ! e

2. Es sei M C R" eine eindimensionale Mannigfaltigkeit und ¢ : I — M
eine Parametrisierung — also insbesondere eine Kurve auf M. Dann ist

ge(t) = I @)
und damit die Lange des Tangentialvektors an diese Kurve im Punkt
c(t).

Bemerkung 3.4.33. Es seien ® : U — M und ¥ : V — M Parametrisie-
rungen der Mannigfaltigkeit M um den gleichen Punkt p € M mit Urbildern
u=®"'p) € U und v ="U"'(p) € V, siche Abbildung 3.4.3. Dann ist

gw(v —|det <I> o U)( )|g¢

Das sieht man, wenn man ¥ = ® o (<I>*1 o \I/) ableitet.

3.5 Integralsitze und die Existenz von Potentialen

3.5.1 Integration iiber Mannigfaltigkeiten im R"

Ein Spezialfall der Integration iiber Mannigfaltigkeiten wird auch hier wieder
die Messung ihres Volumens sein — fiir eine Fliche im R? somit die Bestimmung
des Flacheninhalts. Wir verfolgen hier die Idee, die wir bei der Integration
stets verfolgt haben: Wir zerlegen die Mannigfaltigkeit in kleine Stiicke und
ersetzen diese durch Objekte, von denen wir das Volumen bestimmen koénnen.
Mit den Ergebnissen des vergangenen Abschnitts bieten sich Parallelepipede
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an. Von diesen konnen wir das Volumen einfach bestimmen, da sie als Bilder
von Wiirfeln im R¥ konstruiert sind.

Wir betrachten eine Parametrisierung ® : R¥ D> U — R™ der Mannigfaltigkeit
und im Parameterbereich einen Wiirfel W C U. Wir ersetzen nun das Bild
®(W) durch das Parallelepiped, das wir erhalten, wenn wir ® durch seine
Taylorentwicklung erster Ordnung um den Punkt u € W ersetzen. Ist W
"klein”, so ist zu erwarten, dass der Fehler dieser Ersetzung ebenfalls ”klein”
ist, und wir erhalten fiir Volumen des Bildes des Wiirfels W C U um u

vol(®(W)) = gg(u)vol(W).
Dieser geometrische Ansatz motiviert die folgende Definition:

Definition 3.5.1. Es sei M C R" eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit und
®:RF DU — U = ®U) C M eine Parametrisierung. Eine Funktion
f: M — R heif}t integrierbar iiber U’, wenn der Wert

x = o ) g (u)dFu
[ r@as, = [ (o mam(ua

existiert. Dieser heifit das Integral von f iiber U’.

Bemerkung 3.5.2. Wenn das Integral geméafl Definition 3.5.1 existiert, dann
ist der Wert unabhéngig von der Wahl der Karte, die U’ C M vollstandig
beschreibt. Dies ist eine Folgerung aus der Transformationsformel aus Satz
3.3.20.

Wenn die Mannigfaltigkeit nicht von einer Karte iiberdeckt wird verwenden
wir die folgende Idee: Ersetze die Karteniiberdeckung von M durch eine
disjunkte Uberdeckung mit eventuell nicht-offenen Mengen, auf denen die
Einschrankungen der vorgegebenen Karten definiert sind.

Es sei {Cbi U = Uy = o,(U;) C M} ein endlicher Atlas der k-dimen-
i=1,...,v

sionalen Mannigfaltigkeit M C R"™. Wir konstruieren die Mengen
‘713:01 %I:Ui\(ﬁlu...Uﬁi_l) i=2,...,V,
siche Abbildung 3.5.1 — die gestrichelten Randteile gehoren zur jeweiligen

nennen sie die dem Atlas zugeordnete disjunkte Uberdeckung. Schreiben wir
nun V; := ®; 1(V;) C R¥, dann bleibt (ID‘V_ : Vi = M eine Parametrisierung im
umgangssprachlichen Sinn.
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Abbildung 3.5.1: Konstruktion der disjunkten Uberdeckung
M

Das fiihrt zu der folgenden naheliegenden Definition.

Definition 3.5.3. Es sei M C R" eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit
mit einem endlichen Atlas {®; : U; — M};—q..,. Weiter sei {V;};=1., die

,,,,,,,,,

zugeordnete disjunkte Uberdeckung von M und V; := &;*(V}).

1. Eine Funktion f heif$t integrierbar tiber M, wenn der Wert

/Mf(:r)dsx ::iz:;/mf@)dsng[/i(fo¢i)(u)g¢i(u)dk“

existiert. Er heift das Integral von f tiber M.

2. Ist f: M — R eine Funktion und ist A C M eine Teilmenge, dann heif}t

/A F(z)dS, = /M Ya(@) f(x) dS,

das Integral von f tber A, falls dieser Wert existiert.

3. Ist die konstante Funktion f = 1 integrierbar iiber M, dann heifit

vol(M) ::/ dsS; ::/ 1dS,
M M

das Volumen von M. Analog heifit fiir eine Teilmenge A C M

vol(A) = /A ds,

das Volumen von A, falls das Integral existiert.
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Bemerkung 3.5.4. Das in Definition 3.5.3 eingefiihrte Integral ist unabhéngig
von der Wahl des endlichen Atlanten.

Auch wenn Kurven und verallgemeinerte Flachen im Sinne des vorigen Ab-
schnitts keine Mannigfaltigkeiten sein miissen, macht die Erweiterung des
obigen Begriffs auf diese Objekte jedoch ebenfalls Sinn, siehe auch Satz 2.2.56.

Definition 3.5.5. 1. Ist ¢ : [a,b] — R" eine Kurve mit ¢ # 0 — jedoch
nicht notwendig die Parametrisierung einer eindimensionalen Mannig-
faltigkeit — und ist f : U — R eine Funktion auf der Menge U C R",
wobei Bild(c) C U, so heifit

b
/ fds = / (f o DI (D) dt

das Kurvenintegral von f lings c.

2. Die Lange einer Kurve c: I — R" ist gegeben durch

L@ = [ ¢t

und stimmt im Fall, dass die Kurve eine Mannigfaltigkeit liefert, mit
ihrem Volumen iiberein.

3. Ist M C R? eine verallgemeinerte Fliche mit der Zerlegung M =
U, M, gemiB Definition 3.4.21 und ist f : M — R, dann definieren
wir

[ swas. =3 [ swas..

Das Volumen der verallgemeinerten Fléche ist dann

vol(M) = Z vol(M,).

Den Spezialfall eines Flichenstiicks wollen wir wegen seiner Bedeutung in den
kommenden Abschnitten hier noch hervorheben.
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Bemerkung 3.5.6. Es sei M C R? ein Fliichenstiick, dass durch seine
Parametrisierung ® : U — R? mit U C R? definiert ist.

1. In diesem Fall gilt

| 16 dS—/q ®)(u,0)

2. Der Vektor 22(u,v) x 22(u,v) steht als Kreuzprodukt senkrecht auf

den von den beiden Ableitungen aufgespannten Tangentialraum 7,
im Punkt p = ®(u,v) € M. Daher nennt man den Vektor

d?(u, v)

0P 0P
‘%<U7U) X %(uav)

- 1 o 0P
No(u,v) = | gfj(u o) > %—f(U,U)H (%(u,v) X %(u,v)>

auch einen (lokalen) Normalenvektor der Fliche im Punkt p = ®(u,v).

3. Den (lokalen) Normalenvektor kann man ganz analog auch fiir Hyper-
flichen im M C R"™ definieren: Ist ® : U € R* ' — M eine Parametrisie-

rung von M, so bilden {ng (u) ¢ eine Basis des Tangentialraums

T,M C R"inp = ®(u) € M. Dann ist fiir alle u € U ein Normalenvektor
Np(u) an M in p = ®(u) definiert durch die folgenden Eigenschaften

INau)ll =1 Nalw) L 5o a),

ot (o) o). N ) 0.

8un 1

Definition 3.5.7. 1. Eine Hyperflaiche M C R" heifit orientierbar, wenn
es ein stetiges Vektorfeld v : M — R" gibt mit

vl =1, vlp) LT,M

fiir alle p € M. v heifit Normalenfeld auf M, und es gilt stets v(p) =
+Ng (27 (p))-

2. Ist eine Hyperfldche orientierbar, so nennt man die Wahl eines der beiden
existierenden Normalenfelder eine Orientierung. Fixiert man eine Wahl,
so heifit die Hyperfliche orientiert.
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Satz 3.5.8. Line Hyperfliche im R" ist genau dann orientierbar, wenn es
einen Atlas gibt, fir den die Funktionalmatrizen aller Ubergangsabbildungen
positive Determinante haben.

Bemerkung 3.5.9. Eine beschriinkte, allgemeine Fliche M C R? mit OM =
& ist orientierbar. Insbesondere ist jede ihrer Teilflichen orientierbar ist und
das Normalenfeld kann so gewéhlt werden, dass er entweder in jedem Punkt
nach auBen zeigt oder in jedem Punkt nach innen zeigt.®

3.5.2 Vektorfelder und Potentiale

Definition 3.5.10. Es sei M C R" eine Teilmenge. Ein Vektorfeld auf M ist
eine Abbildung X : M — R". Ist M eine Untermannigfaltigkeit des R", so
heiBt das Vektorfeld X tangential, wenn X (p) € T,M C R™ ist.

Bemerkung 3.5.11. Die folgenden drei Fille fiir Vektorfelder werden uns

im Besonderen interessieren:

e M ist eine offene Teilmenge des R
e M ist das Bild einer Kurve.

e M ist eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit, also eine Hyperflache.

Ist A keine offene Teilmenge des R", so werden die behandelten Vektorfelder
jedoch oft (lokal) als Einschrankung eines Vektorfeldes auf einer offenen Menge
gegeben sein.

Beispiel 3.5.12. 1. Die Windgeschwindigkeit ist ein Vektorfeld: Sie ordnet
jedem Punkt des Raumes die Geschwindigkeit des Windes in diesem
Punkt zu.

2. Die Windgeschwindigkeit an der Erdoberflache léasst sich als Vektorfeld
auf S%(0) auffassen.

()Eine beschrinkte, allgemeine Fliche M C R? mit M = @& mit nur einer Zusammen-
hangskomponente teilt den R? in zwei Teilmengen, von denen die eine unbeschriinkt ist —
das AuBere von M — und eine beschrinkt — das Innere von M. Bezeichnen wir das Innere
von M mit N, so gilt M = ON.

Mit diesen Bezeichnungen zeigt der Normalenvektor v(x) von M nach aussen, wenn es ein
€ > 0 gibt, sodass z + tv(x) € N fiir alle 0 < t <e.
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3. Ist ¢: I — M C R" eine Kurve auf der Mannigfaltigkeit M, dann ist
die Abbildung X : I — R"™ mit X (¢) = ¢(¢) tangential in dem Sinne,
dass X (t) € Tewy M.

4. Ist allgemeiner ¢ : I — R"™ eine Kurve, dann nennt man eine Abbildung
X : I — R™ auch Vektorfeld lings c.

Ein Spezialfall ergibt sich wie folgt: Ist X : M — R"™ ein Vektorfeld
auf der Mannigfaltigkeit M C R™ und ist ¢ : I — M eine Kurve
auf M, so ist X oc : I — R™ ein Vektorfeld lings c. Ist weiter X
als Einschrinkung eines auf einer offenen Menge U C R"™ definierten
Vektorfelds Y : U — R™ gegeben, also X = Y|y, so ist

(X 0c)(t) = DY (c(t)) - (1)

5. Ist f: U — R eine differenzierbare Funktion auf der offenen Teilmenge
U C R", dann ist der Gradient von f

of
oz
Vf:=grad(f) = : U — R"
of

Oxn

ein Vektorfeld.

Das letzte Beispiel ist so zentral, dass wir diesem eine eigene Bezeichnung
geben

Definition 3.5.13. Es sei X : U — R" ein Vektorfeld auf der offenen
Teilmenge U C R™ fiir das es eine Funktion f : U — R gibt mit X (z) =
Vf(x) fir alle x € U. Dann nennen wir X konservatives Vektorfeld oder
Gradientenfeld und die Funktion f heifit ein Potential von X.

Beispiel 3.5.14. Es sei g : R — R eine integrierbare Funktion und X :
R"™\ {0} — R™ gegeben durch

oy 2D,

Dann ist X konservativ. Ist ndmlich v : R — R eine Stammfunktion von g,
so ist die Funktion

f@) = o(|[z]})

ein Potential von X.
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Bisher haben wir uns darauf beschrankt, Funktionen zu integrieren. Wir wollen
die Integration nun in speziellen Situationen auch fiir Vektorfelder erklaren.

Definition 3.5.15. 1. Essei X : I — R" ein Vektorfeld langs der Kurve
c¢: I — R" Dann heifit

/CXdE’:: /I<X(t),c’(t)>dt

das Linienintegral von X langs c.

2. Es sei M C R"™ eine orientierbare Hyperfliche mit fest gewéahltem
Normalenfeld » und X ein Vektorfeld auf M. Dann heif3t

/M Xdg = /M (X(p), v(p)) dS,

das Flussintegral von X 1tiber M.

Die naheliegende Verallgemeinerungen dieser Definitionen fiir stiickweise diffe-
renzierbare Kurven und verallgemeinerte Fldchen geschieht iiber Summierung
der beteiligten Teilstiicke.

Beispiel 3.5.16. 1. Ist M C R? eine Fliiche, die durch eine einzige Pa-
rametrisierung ® : U — R? beschrieben wird, fiir die N = v ist, so
gilt

/Mngz/U<X((I)(u,v)),g—i(u,v) « g—i’(u,v)>d2(u,v)

= /Udet <X(@(u,v)),g—i(u,v)yg—f(uav)> d*(u,v) .

Der Speziallfall X = v liefert
/ v(z)dS = vol(M) .
M

2. Wir betrachten den Fall n = 2. In diesem Fall wird eine Hyperflache C'
durch eine Kurve ¢ = (2) : [ — C parametrisiert. Ein Normalenfeld

fiir diese ”Hyperfliache” ist durch den Vektor v = — ”C} ”c’L =2t ( 5 )
1

e/l \=c}
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gegeben. Damit ist

L@as= [(@)asi= [(@ropera
:/I<(g)7(clil)>dt=/I<(‘PQ),c’>dt:/(—PQ) 5

c

Bemerkung 3.5.17. e Die Definition des Linienintegrals hdngt nicht von
der Wahl der Parametrisierung der Kurve ab. Dies gilt allerdings nur,
wenn man die Orientierung der Kurve beibehélt; andernfalls d&ndert sich
das Vorzeichen.

e Genauso dndert sich das Vorzeichen im Flussintegral, wenn man die
Wahl des Normalenvektors — also die Orientierung der Flache — éndert.

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ergibt sich direkt
das folgende Resultat.

Satz 3.5.18. Ist f ein Potential des Vektorfeldes X : U — R™ auf der offenen
Menge U C R™ und ist ¢ : [a,b] = U ein Weg, dann hingt [, X ds nur vom
Anfangs- und Endpunkt von ¢ ab. Es gilt namlich

/Vﬂﬁzﬂdw—fMM%

Wie man sich leicht iiberlegt, ist diese Aussage fiir beliebige Vektorfelder in
der Regel falsch. Dazu wihlen wir X (z,y) = (fy) und ¢, ¢ : [0,1] = R? mit

c(t) = (t,t) und ¢ = (¢*,t). Beide Kurven verbinden die Punkte (0,0) und
(1,1) und es gilt [ X d§= [/(t+*)dt = 3 aber [ X d§= [)(2t> +t*)dt = 2.

Wir werden spéter sehen, dass die Eigenschaft aus Satz 3.5.18 sogar eine
Charakterisierung der konservativen Vektorfelder liefert.

Der vorige Satz hat ein wenig Ahnlichkeit mit der Beziechung zwischen Ablei-
tung und Integration von Funktionen, siehe Definition/Bemerkung 2.2.4. Wir
wollen untersuchen, ob es solche Zusammenhénge auch fiir die Ableitung von
Vektorfeldern gibt.

O Interpretiert man ¢ : I — C C R? als Parametrisierung der Kurve C, dann ist mcl
der (lokale) Normalenvektor der "Hyperfliche” C' gemi Bemerkung 3.5.6.3
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Wir wissen, dass die Ableitung eines Vektorfeldes X : U — R"™ auf eine
offenen Menge U C R" in jedem Punkt seines Definitionsbereiches eine
lineare Abbildung DX (z) € M,R definiert. Diese definiert zwei spezielle
Ableitungsoperation.

Definition 3.5.19. Es sei X : U — R" ein differenzierbares Vektorfeld auf
eine offenen Menge U C R". Dann sind Divergenz divX und Rotation RotX
von X wie folgt definiert

1. divX:U —- R

divX = Spur(DX) = Z 8X‘ :

2. RotX : U — Bilyew(R?)
RotX (¥, %) = (DX o) — (¥, DX10) .

Die Rotation ist in niedrigen Dimensionen n = 2, 3 durch einfachere Vorschrif-
ten beschreibbar:

Bemerkung 3.5.20. 1. Ist X ein Vektorfeld und bezeichnet DX die Funk-
tionalmatrix mit (DX);; = % fir 1 <4,57 < n, dann hat RotX die

Matrixdarstellung DX — DX also (RotX);; = oXJ _ oX'

8901' (9£Bj

2. In Dimension 2 ist der Raum der schiefsymmetrischen bilinearen Abbil-
dungen eindimensional. Da die Determinante eine solche Abbildung ist,
gibt es eine Funktion rot® X : U — R, so dass

RotX = rotP X - det

mit rot® X = RotX (€], &). Schreiben wir X (z,y) = (ggi’ Z;), so gilt

9Q 9P
2y — _
oY = 55— 5

3. In Dimension 3 ist der Raum der schiefsymmetrischen bilinearen Ab-
bildungen dreidimensional. Es gibt somit einen Isomorphismus €2 :
Bilgew (R?) — R3. Dieser Isomorphismus ist explizit durch

B(5,@) = (AB), 5 x @)
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gegeben.!) Wir setzen rot®® X = Q(RotX) und schreiben wir X (z,v, 2)

P(z,y,z)
R(z,y,2)
on_0q
Jdy 0z
OP OR
Gy — | 2= 7"
rot'”’ X 5 o
9Q _op
or Oy

Bemerkung 3.5.21. Die Operationen Rotation, Divergenz und Gradient

erfiillen die folgenden Rechenregeln, wobei f, g stets Funktionen und X,Y
Vektorfelder sind:

. = Of
1. dlva:ZW = Af
i=1 1

2. Rot Vf = 0 in allen Dimensionen
3. divrot® X = 0 in Dimension 3

4. VdivX — rot® rot®®X = AX in Dimension 3, wobei die rechte Seite
komponentenweise zu verstehen ist.

AuBlerdem gelten die folgenden Produktregeln

5. V(fg) =gV f+ fVgin allen Dimensionen
6. div(fX) = fdivX + (Vf, X) in allen Dimensionen
7. Rot(fX) = fRotX + X - (Vf)T — Vf - XT in allen Dimensionen

o rot(fX) = frot®X + Vf x X in Dim. 3
e 10t(fX) = frot® X + det(Vf, X) in Dim. 2

0 a b c
()Hat B die Matrixdarstellung (—a 0 c) , so ist Q(B) = (—b) .

b —c 0 a
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8. V(X,Y)=DY”".X +DX" .Y in allen Dimensionen

e VIX,Y) =X xrot®PY +Y xrot®X + DY - X + DX - Y in Dim.
3

9. div(X xY) = (Y,rotX) — (X, rotY) in Dim. 3
10. 1ot (X x V) =divY X —divXY — DY - X + DX - Y in Dim. 3

Geben wir eine Abbildung von IR? nach R? vor, so lassen sich die Operationen
rot® und rot® verbinden:

11.a Essei X : U — R? ein Vektorfeld auf der offenen Menge U C R? und
®: V' — U zweimal stetig differenzierbar auf der offenen Menge V' C R
Wir definieren X : V — R? durch

X(v) = DO()TX(D(v)).
Dann gilt

rot P X (v) = <rot(3)X((I>(v)) 0% 0P > .

—_— X —_—
’ 81}1 (U 81}2 U)
11.b Indem wir R? in diesem Beipiel durch R™ ersetzen, erhalten wir analog

rot® X (v) = Rot X (®(v)) (g—i(v), g—i(v)) .

Folgerung 3.5.22. Ist U C R™ und X : U — R" konservativ, so ist RotX =
0.

Wir werden zum Abschluss dieses Abschnitts die Umkehrung von Satz 3.5.18
beweisen:

Satz 3.5.23. Fir ein Vektorfeld X : U — R"™ auf der offenen, zusam-

menhdngenden Menge U C R™ sind die folgenden Aussagen dquivalent

1. X st ein Gradientenfeld.

2. /X ds hingt nur vom Anfangs- und Endpunkt der Kurve ¢ ab.
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3. /X ds =0 fiir alle geschlossenen Kurven c.

Insbesondere ist das Potential bis auf eine additive Konstante eindeutig be-
stimmid.

Fiir die Umkehrung von Folgerung 3.5.22 benotigen wir noch ein wenig Vorbe-
reitung und verschieben sie deshalb auf die folgenden Abschnitte.

3.5.3 Die geometrische Interpretation der Divergenz und der Satz von GauB
Wir wollen zu Anfang dieses Abschnitts direkt eine recht einfache Situation
diskutieren

Satz 3.5.24. Es sei UC R"™ und X : U — R" ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Weiter sei Q C R™ ein achsenparalleler Quader. Dann gilt

XdS = / divX d"x .
oQ Q

Hierbei ist im linken Integral das Normalenfeld der orientierbaren, allgemeinen
Hyperfliche 0Q als dufSeres Normalenfeld zu wdihlen.
Eine Verallgemeinerung ergibt sich unmittelbar.
Folgerung 3.5.25. Besitzt R C R" eine Quaderiiberdeckung R = UZ:1 Qa,
dann gilt
XdS = / divX d"z .

OR R

fiir alle stetig differenzierbaren Vektorfelder X auf R.

Mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Integralrechnung erhalten wir als Folge-
rung eine Beziehung zwischen der Divergenz eines Vektorfeldes und dem
Flussintegral.

Folgerung 3.5.26. Essei U C R” und X : U — R" ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Fiir alle x € U gilt

XdS.

divX(z) = lim
( ) |Q‘~>0 VOI(Q) aQ
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Hierbei sind Q C R" achsenparallele Wiirfel mit 2 € ) und |Q| bezeichne ihren
Durchmesser. Die Integration erfolgt mit Hilfe des dufleren Normalenfeldes

von 0Q).

Definition 3.5.27 (Erlaubte Bereiche im R"™). 1. Ein erlaubter Bereich
B C R? ist eine kompakte Menge, deren Rand eine endliche Vereinigung
von stiickweise differenzierbaren, einfach geschlossenen Kurven ist.

2. Ein erlaubter Bereich B C R? ist eine beschrinkte Teilmenge, sodass 0B
eine orientierte allgemeine Fldche ohne Rand ist, fiir die jede Teilfliche
iiber einem erlaubten Bereich im R? parametrisiert ist.®

3. Wir fahren induktiv fort und definieren so erlaubte Bereiche im R™.

Beispiel 3.5.28. e Alle Bille, Ellipsoide, Zylinder und Polyeder sind
erlaubte Bereiche.

e [st M C R" eine orientierte, beschrankte Hyperfliche ohne Rand, so ist
ihr Inneres ein erlaubter Bereich, der von M berandet wird.

Bezeichnung 3.5.29. Ein erlaubter Bereich B C R"™ mit nach auflen gerich-
tetem Normalenfeld heifit Gauf$-Menge, wenn

/ ngz/dide"m
0B B

fiir alle stetig differenzierbaren Vektorfelder X auf B.

Mit dieser Bezeichnung sind Quader und Mengen, die eine Quaderzerlegung
zulassen, Gau-Mengen. ” Verzerren” wir eine Gau3-Menge, so erhalten wir
wieder eine solche. Dazu brauchen wir noch die folgende Bemerkung.

Bemerkung 3.5.30 (Transformationsformel fiir Flussintegrale).

1. Essel X : U — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf der offenen
Menge U C R" und ¥ : U — U ein zweimal stetig differenzierbarer
Diffeomorphismus. Fiir das Vektorfeld X : U — R" mit

X(#) := det (DU (2)) (DU (2)) ™ X (¥())

OFiir die Beweise benotigen wir, dass die Parametrisierungen der Seitenflichen minde-
stens zweimal stetig differenzierbare sind, in der Regel sind sie sogar glatt.
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gilt
divX (2) = det (DU (2)) divX (P (2)).

Hierbei ist die Divergenz links beziiglich der Koordinaten zy, ..., z, und
rechts beziiglich der Koordinaten xy, ..., x, zu bilden.

2. Ist AU ein Hyperflichenstiick, dann auch U und es gilt
XdS,= [ XdS;
U lig
fiir alle stetig differenzierbaren Vektorfelder X auf oU.
Satz 3.5.31. 1. Ist B C R" eine Gauf-Menge und W : B — B ein zweimal

stetig differenzierbarer Diffeomorphismus mit det(DW) > 0, so ist B
eine Gaufl-Menge.

2. Sind By, By Gauf$-Mengen, und st ist By N By ein Flachenstick, dann
1st auch By U By eine Gaujf$-Menge.

Schliellich kommen wir zur Hauptaussage dieses Abschnitts, der besagt, dass
alle erlaubten Bereiche Gaul-Mengen sind:

Satz 3.5.32 (Satz von GauB). Es sei B C R™ ein erlaubter Bereich mit nach
auffen zeigendem Normalenfeld. Dann ist B ein Gauf-Bereich, das heifst
XdS = / divX d"z
OB B

fir alle stetig differenzierbaren Vektorfelder X auf B.

Zum Abschluss wollen wir noch einige Folgerungen aus dem Satz von Gaufl
angeben, die jede fiir sich in speziellen Anwendungen von Interesse ist.

e Betrachten wir zwei Funktionen f,g : B — R auf dem erlaubtem Be-
reich B C R™ und setzen wir X = fVg in Satz 3.5.32, so liefert das die
Greenschen Formeln.

Folgerung 3.5.33 (Greensche Formeln). Es sei B C R” ein erlaubter Bereich
und f, g : B — R stetig differenzierbare Funktionen. Dann gelten die folgenden
Formeln:
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(1. Greensche Formel)
/ fVgdS = / (V£.,Vg)+ fAg) d'z
oB B
(2. Greensche Formel)
| (vg-gvn)as= [ (1ag-gap) d'a
OB

B

mit dem Spezialfall

/(9BVfd§:/]3Afd"x

Mit Hilfe der Rechenregeln aus Bemerkung 3.5.21 bekommen wir noch weitere
spezielle Formen des Satzes von Gauf.

e Betrachten wir ein Vektorfeld der Form f @ mit einem konstanten Vektor
@ € R" und einer Funktion f : B — R, so erhalten wir die folgende
vektorielle Variante des Gauflschen Satzes fiir Funktionen.

Folgerung 3.5.34. Es sei B C R” ein erlaubter Bereich und f : B — R eine
stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt

fdS = / Vidz.
OB B

e In Dimension 3 konstruieren wir mit dem konstanten Vektor ¢ und dem
Vektorfeld X : B — R? ein neues Vektorfeld @ x X. Das liefert die folgende
vektorielle Variante des Gaufischen Satzes fiir Vektorfelder

Folgerung 3.5.35. Es sei B C R? ein erlaubter Bereich und X : B — R? ein
stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/ dS x X = (VXX)dS:/rOth3l'
0B oB B

e Diese Variante hat in beliebiger Dimension eine Entsprechung mit Wer-
ten in den schiefsymmetrischen Matrizen. Zur Herleitung dieser Variante
betrachten wir fiir das Vektorfeld X : B — R" und fiir @,b € R" das

- -

Vektorfeld (X, a)b — (X, b)d.
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Folgerung 3.5.36. Es sei B C R"” ein erlaubter Bereich und X : B — R"
ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/ (X.dS*T—dg-XT)—/ (XUT—UXT)dS—/Roth”x.
0B 0B

B

3.5.4 Der Satz von Stokes und die Existenz von Potentialen

Definition 3.5.37. Ein erlaubter Bereich B C R? heifit positiv berandet,
wenn alle Teile des Randes 0B, so parametrisiert sind, dass stets das Innere
B, beim Durchlaufen links liegt. Andernfalls heifit B negativ berandet.

Bemerkung 3.5.38. Ist c(t) = (EIEED die Parametrisierung eines Teils
2

des positiven Randes des erlaubten Bereichs B C R?, dann ist dort v(t) =

1 ( ()
lell \—alt
Hyperflichenstiick im R?, siche auch Beispiel 3.5.16.2.

)> der duflere Normalenvektor des Kurvenstiicks interpretiert als

Die folgende zweidimensionale Variante des Satzes von Gaufl heifit wahlweise
Satz von Stokes in der Ebene bzw. Satz von Green. Er ergibt sich mit Hilfe
von Beispiel 3.5.16.2 aus Satz 3.5.32 oder direkt aus Folgerung 3.5.36.

Folgerung 3.5.39. Es sei B C R? ein positiv berandeter erlaubter Bereich
und X : B — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

X d§= / rot X d*(z,y).
oB B

Ist der Bereich negativ berandet, so stimmt die Aussage nur bis auf das
Vorzeichen.

In Ergénzung zu Definition 3.5.7 und Bemerkung 3.5.9 geben wir hier einen
Orientierungsbegriff fiir allgemeine Fléchen.

Definition 3.5.40. 1. Ist M ein Flachenstiick (mit Rand), das iiber ei-
nem erlaubten Bereich parametrisiert ist, dann heif3t M positiv berandet,
wenn fiir jeden Randpunktunkt p € 9M der Tangentialvektor der Rand-
beschreibung, ein beliebiger nach innen zeigender Tangentialvektor und
der Normalenvektor eine positive Basis bilden.
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2. Ein allgemeine Fliche (mit Rand) M = |JM, C R? heifit positiv
berandet, wenn

e alle Teilfléichenstiicke M, iiber erlaubten Bereichen B, C R? para-
metrisiert sind,

e die Randorientierung der Parameterbereiche B, so gewahlt ist, dass
auf gemeinsamen Kanten im Bild die Orientierungen gegenlaufig
sind und

e es ein Normalenfeld gibt, sodass alle M, positiv berandet sind.

Bemerkung 3.5.41. Schreiben wir X = (g), das heifit rotX = % — %—I;,

und ist der Rand OB von B parametrisiert durch eine Kurve ¢ : [a,b] — R2,
t — c(t) = (z(t),y(t)), dann schreibt sich die Formel aus dem vorigen Satz als

[warana= [ @ -reen.

Cfi—f = W= y’ auch die Schreibweise

Fiir das linke Integral findet man wegen g

/de + Qdy.

C

Mit Hilfe von Folgerung 3.5.39 und Bemerkung 3.5.21.11.a formulieren wir
nun den Satz von Stokes fiir (allgemeine) Fléchen im Raum.

Satz 3.5.42 (Satz von Stokes im Raum). Es sei M C R3 eine positiv berandete

allgemeine Fliche. Dann gilt

Xd§:/ rotX ds .
oM M

Als Folgerung erhélt man hier analog zu Folgerung 3.5.26 die geometrische
Interpretation der Rotation in Dimension 3.

Folgerung 3.5.43. Essei U C R? und X : U — R? ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Fiir alle z € U und konstante Einheitsvektoren 77 € R? gilt

X ds.

n,rotX(x)) = lim
< ( )> Q=0 vol(Q) Jag
Hierbei sind Q € R?® Quadrate in der Ebene Ey := {y € R3|{(y,n)} mit
r € @\ 0Q und |Q| bezeichne den Durchmesser des Quadrats. Fiir die
Integration wihlt man @) positiv berandet.
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Wir haben nun das Riistzeug um eine Umkehrung von Folgerung 3.5.22 zu
formulieren. Dies klappt allerdings im Allgemeinen nur, wenn wir fiir den
Definitionsbereich des Vektorfeldes die folgende Einschréinkung machen.

Definition/Bemerkung 3.5.44. Es seien ¢ : [a,b] — R™ und ¢, : [a, b] —
R™ zwei stetige Wege.

1. Eine stetige Abbildung H : [a, b] x [0, 1] — R" heit Homotopie zwischen
co und ¢, wenn

o H(t,0) = co(t) fiir alle t € [a, b]
o H(t,1) = c(t) fiir alle t € [a, b]

Fiir sp € [0,1] sind die Zwischenkurven cg, : [a,b] — R™ mit ¢, (t) :=
H(t,sg) selbst stetige Kurven. Existiert so eine Homotopie H, dann
sagen wir cg und c; sind homotop.

2. Haben ¢y und ¢; den selben Anfangs- und Endpunkt und sind sie ho-
motop, so heiit H eine Homotopie mit festen Anfangs- und Endpunkt,
wenn

e H(a,s) = cola) = ci1(a) und H(b,s) = co(b) = c1(b) fiir alle
s €0,1].

3. Eine einfach geschlossene Kurve heifit nullhomotop, wenn sie homotop
zu ihrem als konstanten Weg interpretiertem Anfangspunkt ist.

Definition 3.5.45. Eine zusammenhédngende Menge A C R™ heif}t einfach
zusammenhdingend, wenn jede einfach geschlossene, stetige Kurve ¢ : [a,b] — A
nullhomotop ist.

Bemerkung 3.5.46. 1. Eine Menge ist genau dann einfach zusammenhén-
gend, wenn jeder einfach geschlossene Weg zu einem beliebigem Punkt
2% homotop ist.

2. Eine Teilmenge des R? ist genau dann einfach zusammenhingend, wenn
fiir jede einfach geschlossene Kurve das Innere der Kurve ein erlaubter
Bereich ist.

Beispiel 3.5.47. e B™ C R" ist einfach zusammenhéngend.



3.5 Integralsatze und die Existenz von Potentialen 317

B™\ {0} C R™ ist einfach zusammenhéngend <= n > 2. Im Fall n = 2
lassen sich die verschiedenen ”Arten” einfach geschlossener Kurven mit
7, " durchnummerieren”.

B3\ ([-1,1] x {0,0}) C R? ist nicht einfach zusammenhéngend

52 C R? ist einfach zusammenhingend

Der Torus im R? ist nicht einfach zusammenhiingend. Die verschiedenen
” Arten” einfach geschlossener Kurven lassen mit Z? ”durchnummerie-
ren” (i)

Bemerkung 3.5.48. Ist U C R" eine offene Menge und ¢ : [a,b] — R™ eine
einfach geschlossene stiickweise stetig differenzierbare Kurve mit Teilkurven
Co @ 1o = [ag,0011) — U fir a = 0,1,....k, ag := a, agyy := b. Dann
konnen wir die Homotopie H : [a,b] x [0,1] — R™ so wéhlen, dass das
Bild von H eine allgemeine zweidimensionale Mannigfaltigkeit im R"™ im
Sinne von Definition 3.4.21 ist, fiir die H ’ Faxol] die Parametrisierungen der
differenzierbaren Teilstiicke liefert.

Aus Folgerung 3.5.39 zusammen mit Bemerkung 3.5.21.11.b folgt nun das
Gewdiinschte:

Satz 3.5.49 (Integrabilitidtsbedingung fiir Gradientenfelder). Es sei U C R™
eine einfach zusammenhdngende offene Menge und X : U — R™ ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. X st ein Gradientenfeld

2. RotX =0 (bzw. DX ist symmetrisch)

Bemerkung 3.5.50. Der Beweis von Satz 3.5.23 zeigt, dass wir das Potential
eines Gradientenfeldes auf der Menge U erhalten, wenn wir fiir einen festen
Punkt p° € U zu p € U einen beliebigen Weg ¢ : [a,b] — U wihlen, der p°
und p verbindet. Wir haben dann

1) = / fds.

()Mit Hilfe des Begriffs der Homotopie kann man eine Aquivalenzrelation zwischen
Wegen definieren, sodass die hier anschaulich begriindeten ”Arten” von Kurven gerade
die Aquivalenzklassen sind. Es stellt sich dann heraus, dass die Klasseneinteilung eine
Gruppenstruktur trigt; in diesem Sinne ist das ” Durchnummerieren” zu verstehen. Die
erhaltene Gruppe heif3t Fundamentalgruppe.
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1. Ist U aus Satz 3.5.49 eine beziiglich p° sternférmige Menge, so kénnen
wir als Weg die Verbindungsstrecke von p° zu p wihlen. Das gibt

f(p) = Z/O XE(p" +t(p— %) (o — i) dt .

2. Ist U aus Satz 3.5.49 ein achsenparalleler Quader, so kénnen wir als
Weg die Quaderkanten wahlen. Das gibt

n Dk
F)=>" [ X*pi... peo1.tpRyrs - p0)dt

(0]
k=1 "YPk

Als Folgerung aus Satz 3.5.49 erhalten wir auch einen Beweis fiir die Aussage
von Satz 2.7.15 zu exakten Differentialgleichungen

Folgerung 3.5.51. Sind P und @ stetig differenzierbare Funktionen in zwei

Variablen, so ist die DGL P(x,y) + Q(z,y)y’ = 0 genau dann exakt, wenn
oP __ 0Q

By — oz
Oft lasst sich ein Potential einfacher mit Hilfe eindimensionaler Integrale
bestimmen.

2y + yz + €*
Beispiel 3.5.52. Das Vektorfeld X (z,y, z) = [ 2% + 2yz + sin(z) + zz | ist
y? + ycos(z) + xy
auf der einfach zusammenhiingenden Menge R? definiert. Wegen

(2y + cos(z) + z) — (2y + cos(z) + x) 0
rot(X) = (0) — (0) =10
2z +x) — (22 + %) 0

existiert somit ein Potential f : R* — R mit Vf = X, d.h.
of

=22y +yz+e°
Ox
0
a—i = 2° 4+ 2yz +sin(z) + 22
of

2
5, — Y +ycos(z) + zy.
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Wir integrieren nacheinander diese drei Gleichungen nach z, y und z und
erhalten

flx,y, 2 /—dx—/2xy+yz+ex)dx

=2’y +ayz+e +eily, 2),

flz,y,z / dy—/ac + 2yz + sin(z) + x2) dy
== 2%y + 29 + ysin(2) + 2yz + (2, 2),

0
flx,y,2) = / a—ﬁdz = /(y2 +ycos(z) + xy) dz
=2y? +ysin(z) + vyz + c3(z,y) .

Hierbei ist zu beachten, dass die Integrationskonstanten von den jeweils
anderen Variablen abhidngen darf. Wahlen wir in dem obigen Beipiel die
Integrationskonstanten als

T

aly,z) = 2% + ysin(z) oz, 2) =€, c3(x,y) = 22y 4 €”,
so erhalten wir als Potential

f(z,y,,2) = 2%y +zyz + €” + zy° + ysin(z).

3.6 Grundziige der Funktionentheorie

3.6.1 Komplex versus reell

Wir werden uns in diesem Abschnitt mit Funktionen beschéftigen, die ihren
Definition- und ihren Wertebereich in den komplexen Zahlen haben. Wir
bezeichnen dabei die komplexen Variablen in der Form z = z + iy und
schreiben fiir eine Teilmenge U C € verwenden dazu die Schreibweise

fU=C,f: 2w f(z)= f(z+iy).

Mit Hilfe der kanonischen Identifikation der komplexen Zahlen mit der reellen
Zahlenebene iiber

C>z=2z+iy<+— (z,y) € R?
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und wegen der Eigenschaft

2| = v +iy? = |[(z,9)]

des Betrags einer komplexen Zahl, stimmen die Topologien, die iiber | - | auf
C und || - || auf R? definiert werden, iiberein. Das liefert uns die Moglichkeit
die topologischen Begriffe aus dem reellen Fall zu iibertragen, Folgen und
Reihen zu definieren und iiber Konvergenz zu sprechen. Die Ergebnisse aus
den entsprechenden Kapiteln iibertragen sich dabei sinngeméf, insbesonde-
re behalten alle Aussagen beziiglich absoluter Konvergenz ihre Richtigkeit.
Dabei miissen wir lediglich aufpassen, wenn in der Formulierung einiger Aus-
sagen iiber R explizit die Ordnungsrelationen Verwendung finden, da diese
keine Entsprechung in C hat. Ebenso erhalten wir eine Notation von Stetig-
keit fiir komplexe Funktionen. Dabei kénnen wir uns die folgende niitzliche
Beschreibung komplexer Funktionen zunutze machen.

Wegen der kanonischen Identifikation € D U «— (z C RR? identifizieren wir
eine Abbildung f : U — C mit einer Abbildung f : U — C durch

~

flzy) = flz+iy).
Fiir die Funktion f : U — € mit U C C schreiben wir

f(2) = u(2) +iv(2)

mit
u(z) = Re(f(2)) = 5 (/) + 7).
o(z) 1=t f(2)) = o ()~ 7).
oder kurz
f=u+iv
mit
w=Re(f)=3(f+ ), v=Tm(f)= 3-(f = ])
und
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Wir identifizieren die Funktion f : U — C mit Hilfe des Real- und Imaginéarteils
mit einer Abbildung

fr:U — R?

durch
frlz,y) = (uw))

In diesem Sinne kénnen wir auch von reeller Differenzierbarkeit einer komple-
xen Funktion f sprechen, wenn wir uns auf die Darstellung fr zuriickziehen.

Beispiel 3.6.1. 1. Fiir f(2) = 2% bzw. f(z +iy) = (2* — y?) + 2ixy gilt
W(z,y) =ulz +iy) =2° —y*,  0(z,y) = vz +iy) = 2y

und

fr(w,y) = (xQ N y2) :

2zy

2. Fir f(z) = z bzw. f(z +iy) = x — iy gilt
u(z +iy) = x, vz +iy) = —y

und

fr(z,y) = (_xy) ‘

Beispiel 3.6.2. Einige mit Hilfe der Funktion f = u+iv : U — C definierten
wichtige Abbildungen sind

if = —v+iu +— (if)r=(-v,u)’,
f=u—iv +— (f )

)
if =v+iu +— (if)r= (v,u)",
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3.6.2 Komplexe Differentiation

Bezeichnung 3.6.3. Ist f: U — C derart, dass fg : U — R? differenzierbar
ist, und schreiben wir f(z) = u(z) + iv(2), also fr(z,y) = (ﬁ(:c,y),f)(x,y))T
so definieren wir in naheliegender Weise

ou ) ot ov . 0v

g(f’“ﬂy} = g(x,y), %(IﬂLZ?J) = %(x,y),
ou ) ot ov . 0v

und damit

of . Ou Ov

a—x(x +1iy) = a—x(%y) +Z%($,y),

of _ Ou Ov

E)_y(x +iy) = 3—(%?/) +@a—($,y)'

Ab jetzt werden wir f ,uund © mit f,u und v identifizieren. Zwischen f und fr
werden wir jedoch unterscheiden, wenn wir den unterschiedlichen Charakter,
komplex oder reell, betonen mdochten.

Die reelle Differenzierbarkeit komplexer Funktionen macht, wie wir gesehen
haben, keine Probleme. Im Gegensatz zu Abbildungen in zwei reellen Variablen,
haben wir jedoch im Komplexen die Moglichkeit eine Definition aus einer
reellen Dimension direkt zu iibernehmen.

Definition 3.6.4. Es sei U C C und f : U — C. Die Funktion f heifit in
20 € U komplex differenzierbar, wenn der Grenzwert

PR (O

220 Z— 2y
existiert. Die Zahl f’(zy) € C heiit dann die komplexe Ableitung von f in z.

Beispiel 3.6.5. Analog zu den Rechnungen in einer reellen Variablen erhalten
wir komplexe Differenzierbarkeit fiir viele elementare komplexe Funktionen

1. Fiir ¢ € C ist die konstante Funktion f(z) = ¢ an jeder Stelle z € C
differenzierbar mit f'(z) = 0.
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2. f(z) = 2" ist fiir k € N an jeder Stelle z € C differenzierbar und es ist
f'(z) = kz*L.

3. Die Funktion f(z) =1 ist an jeder Stelle z € C\ {0} differenzierbar mit
f'(2) = =%

Wie das néchste Beispiel zeigt, sind jedoch schon recht einfache, reell differen-
zierbare komplexe Funktionen nicht unbedingt komplex differenzierbar.

4. Die Funktion f(z) = Z ist an keiner Stelle 2z, € € differenzierbar, denn

f(z) = f(z0)  (z—z0) +i(yo —y) {—1 falls © = x

2=z (r—xz)+ily—w) |+1 fallsy =1y

Die Beweise der folgenden Aussagen iibertragen sich wortwortlich aus der

reellen Situation.

Satz 3.6.6. Die folgenden Aussagen sind fir U C C, f:U — C und zy € C
aquivalent:

1. f ist in zyp komplex differenzierbar.
2. Es gibt eine in zy stetige Funktion f*:U — C, sodass
f(2) = f(20) + f(20)(z — 20)
fiir alle z € U.

3. Es gibt eine in zy stetige Funktion r : U — C mit r(z) = 0 und eine
komplexe Zahl c, sodass

f(2) = f(z0) + c(z — 20) + 7(2)(z — 20)

fiir alle z € U.

Dann gilt insbesondere f'(z9) = f*(20) = c.
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Satz 3.6.7. 1. Komplex differenzierbare Funktionen erfiillen die Summen-,
Produkt-, und Quotientenregel:

(f £9)() = ['(2) £ 4(2),
(£9) () = F'(2)g(=) + [(2)d (=),
(o) = LG~ 1))

g (90

2. Komplex differenzierbare Funktionen erfillen die Kettenregel:

(fog)(z)=fg()d(2).

3. Ebenso gilt die Rechenregel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion: Ist
f:U = f(U) bijektiv und ist f'(z) # 0 fir z € U so gilt

1

f'(z)
Definition 3.6.8. Eine Abbildung f : U — C auf der offenen Menge U C C
heifit holomorph, wenn f in jedem Punkt z € U komplex differenzierbar ist.

(f)'(f(2)

Die Verbindung zwischen reeller und komplexer Differenzierbarkeit liefert nun
der folgende Satz.

Satz 3.6.9. Es sei U C C. Die Abbildung f = u+1iv : U — C ist genau dann
komplex differenzierbar, wenn fr = (u,v)T reell differenzierbar ist, und die
Funktionalmatriz die Bedingung

ou B ov ou ov

dr 0y’ 9y Oz

erfillt. Diese Gleichungen heiffen Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen
und lassen sich in Termen von f als

of Of

e

oz dy
schreiben. Ist f komplex differenzierbar so gilt

f2)=2L().
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Beispiel 3.6.10. 1. Wir wissen bereits, dass die Funktion f : C — C
mit f(z) = Z nicht holomorph ist. Es ist hier f(z + iy) = x — iy, also
u(z,y) = x und v(z,y) = —y. Die Cauchy-Riemann-DGLen sind nicht
erfiillt, denn es ist

ou @

%:1%_1:81;

2. Die Funktion f: C — C mit f(z) = e* ist holomorph. Es ist
[z +iy) = "™ = e"e" = *( cos(y) + isin(y))
also
u(z,y) = e"cos(y), v(z,y)=e"sin(y).

Damit sind die Cauchy-Riemann-DGLen erfiillt, denn es gilt

ou - _Ov
%(a:,y) =€ COS(?J) - ay('xay)
ou ov

gy, (©y) =~ sinly) = —5o(x.9)

bzw. dquivalent dazu

of . . o a . _of
il (cos(y) + isin(y)) = —ie” ( — sin(y) + i cos(z)) = Z(‘?y :
Insbesondere ist also
oy OF .
fl(z) = 9. ¢

wie zu erwarten war.

3.6.3 Komplexe Stammfunktion und komplexes Wegintegral

Definition 3.6.11. Es sei U C C offen und f : U — C. Eine holomorphe
Funktion g : U — ©C heifit kompleze Stammfunktion von f, wenn ¢'(z) = f(2)
fiir alle z € U. Besitzt f eine komplexe Stammfunktion, so heifit f komplex
integrierbar.
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Komplexe Integrabilitdt hangt eng mit der Eigenschaft Gradientenfeld zu sein
zusammen. Genauer formuliert ist dieser Zusammenhang in der folgenden
Aussage.

Satz 3.6.12. Fir eine offene Menge U C € und eine Funktion f : U — C
sind die folgenden zwei Aussagen dquivalent:

1. f ist komplex integrierbar mit Stammfunktion g.

2. (f)r und (if)r sind Gradientenfelder mit Potentialen Re(g) und Im(g).

Zusammen mit Satz 3.5.49 erhalten wir als Folgerung die folgende Formulierung
des Cauchy-Integralsatzes.

Satz 3.6.13 (Cauchy-Integralsatz). Jede holomorphe Funktion auf einer
einfach zusammenhdngenden, offenen Menge ist komplex integrierbar.

Ist die Definitionsmenge nicht einfach zusammenhéngend, dann hat man
zumindest noch eine lokale Variante.

Folgerung 3.6.14. Jede holomorphe Funktion ist lokal komplex integrierbar.

Definition 3.6.15. Es sei f : U — C und ¢ : [a,b] — U fir U C C. Das
komplexe Wegintegral von f lings c ist definiert durch

b
/f(z) dz :/ (foc)(t)d(t)dt.

Bemerkung 3.6.16. 1. Ist f : U — C komplex differenzierbar mit ho-
lomorpher Stammfunktion ¢ : U — C, dann gilt fiir eine Kurve
c:la,b) = U

(goc)(t) = (g o)) (t) = (foc)(t)d(t),
so dass mit c¢(a) = z, und ¢(b) = =z,

b
/ f(2) dz = / (g0 ) (t)dt = g(z) — g(z0)

nur vom Anfangs- und Endpunkt der Kurve ¢ abhéngt.
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2. Ist f: U — C komplex integrierbar, so verschwindet das Wegintegral
iiber jeden geschlossenen Weg in U.

Beispiel 3.6.17. Es sei ¢ : [0,27] — C mit c(t) = 2o + re eine einfache
Beschreibung der Kreislinie S,(zy) C €. Wir berechnen jeweils das komplexe
Wegintegral iiber diese einfach geschlossene Kurve:

L. f:C—Cmit f(z) =2

2T
/zdz— / (20 +re "ire dt
= zrzo/ et dt + ir? / dt
0 0

2m 2w
= 21ir® + irzo/ cos(t) dt — rzy / sin(t) dt
0 0
= 2ir?
Insbesondere ist also f(z) = z auf C nicht komplex integrierbar.

2. f:C\ {2} — Cmit f(z) = —

(z—20)?

dz et i [T i
e A L A
c 0 0 0

Das Ergebnis war vorauszusehen, da f komplex integrierbar ist mit

Stammfunktion g(z) = Zol_z.

3. f:C\{z} = Cmit f(z) = 2

dz T iret 2
/ :/ ,tdt:i/ dt = i
cZ— 20 o re 0

Damit ist die Funktion f(z) = ﬁ auf C\ {20} nicht komplex integrier-
bar.

Bemerkung 3.6.18. Das komplexe Wegintegral hingt mit dem rellen Wegin-
tegral wie folgt zusammen:

/C f(2)dz = / (Ppds +i / (i) 3

Nutzt man dies, so folgt die Abschitzung

z)dz| < L(e) - max |foc|.

a<t<b
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3.6.4 Der Cauchy-Integralsatz und die Cauchy-Integralformel

Wir fassen das bisherige noch einmal zusammen.

Satz 3.6.19 (Cauchy-Integralsatz — 1. Fassung). Ist U C C einfach zusam-
menhdngend und f : U — © holomorph, so gilt fiir jeden geschlossenen Weg c

U
%f@ﬁkzo.

Aus diesem Satz folgt iiber einen Grenzwertprozess eine etwas weniger strenge
Variante.

Folgerung 3.6.20. Es sei U C C einfach zusammenhingend und f : U —
C holomorph auf U \ {z*} aber stetig in z*, dann gilt fiir jeden einfach
geschlossenen Weg ¢ in U

%f@ﬁkzo.

Integration und Differentiation lassen sich unter schwachen Voraussetzungen
vertauschen.

Satz 3.6.21. Es seien UC C, W C C und ¢ : [a,b] — W. Weiter sei f :
UxW — C stetig und die Funktionen f,, : U — C mit f,(z) :== f(z,w) seien
fir alle w € W holomorph. Weiter sei g—ﬁ U W — C miat %(z,w) = fl(2)
stetig. Dann ist auch f U — C mit

fe) = [ fw)du
holomorph mit
F) = [ ) do.
Beispiel 3.6.22. Es sei ¢(t) := zy + re mit ¢ € [0,27] die Beschreibung der

Kreislinie S,(z). Wir wollen zeigen, dass die Abbildung f : €\ S,(z) — C

mit
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lokal konstant ist. Dazu nutzen wir die obige Vertréglichkeit zwischen Ableitung
und Integral und zeigen f’ = 0. Es ist

‘mdzzéawiﬁdw:[@tiﬁm“:“

daC\{z} 2w~ ﬁ auf C \ {z} eine komplexe Stammfunktion besitzt.

e Wir wissen aber bereits, dass fiir 2o € K,.(29) die Funktion den Wert

A

f(20) = 2mi annimmt. Damit ist insgesamt

A

S

da K, (zp) zusammenhéngend ist.

Ko(zo) = 271,

e Ist 2 € €\ K, (), so beschreibe o(t) := 2y + t(z — z) die Verbindungs-

. . Ro|z—
strecke zwischen zp und z und es sei tg = ;‘;'Zfzjr‘

auBerhalb von K,(z) und wir betrachten die Gerade durch s(t,), die
senkrecht auf dem Bild von o steht. Diese zerteilt C in zwei Halbebe-
nen, von denen die eine, H_, den Punkt z enthélt und die andere, H,,
die Kreisscheibe K, (z). Insbesondere ist w — —— holomorph auf der

. Dann liegt o(ty)

einfach zusammenhéngenden Menge H,. Damit ist fc % = (0 und, da
z beliebig gew#hlt war,

A

f

‘E\?T'(ZO) -

Es sei f : U — C eine holomorphe Funktion auf U C M. Dann ist fiir ein
festes z € U die Funktion f*:U — C mit

f(w) — f(2)
f*(w) — T welU \ {Z}
f'(z) w =2z

auf U \ {z} holomorph und in z stetig. Fiir eine Kreisscheibe K,(z)) C U
verschwindet das Integral [ f*(w)dw fiir ¢ : [0,27] — € mit ¢(t) = 2z + re”
wegen Folgerung 3.6.20. Damit ist

/(2) / o / S0 4,
ﬁnmnggx%) C

Diese Uberlegung liefert uns die Cauchy-Integralformel.
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Satz 3.6.23 (Cauchy-Integralformel). Es sei UC C und f: U — C holo-
morph. Weiter sei K,(z0) C U. Dann gilt fiir alle z € K, ()

27T2/f—2

wobei c(t) = zg +re mit t € [0, 27].

Damit ergeben sich jetzt eine Reihe von Folgerungen

Satz 3.6.24. Ist f : U — C holomorph, so ist f beliebig oft komplex differn-
zierbar mait

ki _ k’_' f(w) w
1) = 27i /C (w — z)"‘“d

Satz 3.6.25. Es sei f: U — C holomorph. Dann ist f auf jeder Zusammen-
hangskomponente von U konstant, wenn nur eine der drei folgenden Aussagen
erfillt ist:

1. f:U — C ist holomorph.
2. |f| : U — R ist konstant.

3. |f| : U —= R nimmt sein Mazimum an.

Satz 3.6.26 (Satz von Cauchy-Morera). Fiir eine Funktion f:U — C auf
der offenen Menge U C C sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist holomorph.

2. f ist lokal komplex integrierbar.

Satz 3.6.27. Ist f : U — © holomorph auf U\{z0} und ist f in zo beschrdnkt,
dann gibt es eine holomorphe Funktion f:U — C mat f|U\{ 0 =f.

Satz 3.6.28 (Satz von Liouville). Es gelten die beiden dquivalenten Aussagen

e Jede holomorphe, nicht-konstante Funktion f : C — C ist unbeschrankt.

e [st die holomorphe Funktion f :C — C beschrdnkt, so ist sie konstant.
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3.7 Anhang Analysis Ill: Komplexe Zahlen

3.7.1 Beschreibung der komplexen Zahlen

Jedes Polynom lésst sich iiber R in Linearfaktoren und quadratische Faktoren
zerlegen, siehe Satz 2.2.13. Das Standardbeispiel eines quadratischen Faktors
ohne Nullstelle ist p(z) = 2? 4+ 1. Wir wollen nun den Kérper beschreiben, der
die Zerlegung eines Polynoms in ausschliefllich Linearfaktoren erlaubt.

Definition/Bemerkung 3.7.1 (Rechenoperationen auf R?). Auf R? fiihren
wir eine Addition und eine Multiplikation auf die folgende Art ein:

L. (a,b) + (¢,d) :== (a+ ¢, b+ d)

2. (a,b)(c,d) := (ac — bd, ad + bc)
Die Addition ist die, die wir schon in der Vektorrechnung kennengelernt haben.
Nur die Multiplikation ist wirklich neu.

Definition 3.7.2 (Komplexe Zahlen). Die Elemente der Ebene zusammen
mit der in Definition 3.7.1 definierten Addition und Multiplikation nennt man
die Menge der komplexen Zahlen und wir bezeichnen diese mit C. Ein Element
z = (a,b) heiit komplere Zahl. C nennt man auch die Gauffsche Zahlenebene.

Das Rechnen mit komplexen Zahlen erfiillt alle géngigen Rechenregeln:
Satz 3.7.3 (Rechenregeln fiir komplexe Zahlen). Sind 2z, = (a1,b1), 20 =
(ag,by) und z3 = (a3, b3) komplexe Zahlen, so gilt:

1. z1+2z9=20+ 21
R1R2 = Z2%1
(214 20) + 23 = 21 + (22 + 23)
(2122)23 = 21(2223)

Zl(ZQ + 23) = 2129 + Z1%3

S v e e

Die komplexe Zahl (0,0) erfillt (0,0) 4+ z = z fir jedes z € C
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7. Ist z = (a,b) € C eine komplexe Zahl, so erfillt die komplexe Zahl
—z:= (—a,—b) die Gleichung z + (—z) = (0,0)

8. Die komplexe Zahl (1,0) erfillt (1,0)z = z fiir jedes z € C
9. Ist z = (a,b) € C eine komplexe Zahl mit (a,b) # (0,0), so erfillt die
—b
komplexe Zahl 2z = ( ¢ > die Gleichung 2z~ = (1,0)

a?+ b a® + b2
(statt == schreiben wir auch 1)

10. Es gilt (0,0)z = (0,0) fir jedes z € C

Folgerung 3.7.4. Wenn wir uns auf die komplexen Zahlen beschrénken, deren
zweite Komponente verschwindet, also komplexen Zahlen der Form (a,0), so
sehen wir:

1. (a,0)+ (b,0) = (a+b,0)
2. (a,0)(b,0) = (ab,0)
3. (a,0)7' = (1,0)

a’

Das heif3t, die Rechenvorschriften nehmen in diesem Fall keine Notiz von dem
zweiten Eintrag.

4. Fir alle (¢,d) € C ist (a,0)(c,d) = (ac, ad)

Folgerung 3.7.4 liefert:

Bemerkung 3.7.5. e [zu 1.-3.] Wir kénnen mit den komplexen Zahlen
der Form (a,0) wie mit den reellen Zahlen rechnen. Die komplexe Zahl
(a,0) entspricht der reellen Zahl a.

e [zu 4.] Dieser Punkt begriindet diese Interpretation weiter, denn die
Multiplikation beliebiger komplexer Zahlen mit solchen der Form (a,0)
entspricht der skalaren Multiplikation der Vektorrechnung.

Wegen Satz 3.7.3 und der anschlieenden Bemerkungen liegt die folgende
Definition und Vereinbarung nahe:
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Definition 3.7.6 (Real- und Imaginérteil). e Wir identifizieren die reelle
Zahl a und die komplexe Zahl (a,0) € C. So wird R eine Teilmenge von
C.

e Fiir z = (a,b) € C heifit Re(z) := a der Realteil und Im(z) := b der
Imagindrteil von z.

e Die Gerade {(z,0) |z € R} C C heifit die reelle Achse und wir schreiben
R. Die Gerade {(0,y) |y € R} C C heifit die imagindre Achse und wir
schreiben IR.

Die Identifizierung aus Definition 3.7.6 liefert

Folgerung 3.7.7. (Zerlegung komplexer Zahlen) Jede komplexe Zahl z = (a, b)
besitzt die Zerlegung

(a,b) = (a,0)(1,0) + (b,0)(0,1) = a + b(0,1).

Diese Folgerung motiviert nun die néchste Definition

Definition 3.7.8. Die komplexe Zahl i := (0, 1) heifit imagindre Einheit. Sie
erlaubt es, jede komplexe Zahl (a,b) € C in der Form z = a + b darzustellen.

Satz 3.7.9. Die imagindre Finheit erfillt
i’ =-1.

In der alten Schreibweise ist das (0,1)(0,1) = (—1,0). Das heifit: i und
damit natirlich auch —i sind Losungen der (iber R nicht losbaren) Gleichung
22 =—1.

Definition/Bemerkung 3.7.10. 1. Fiir z = a + bi € C bezeichnet Z :=
a — b die zu z komplex konjugierte Zahl.

2. Fir z = a + bi € C bezeichnet |z| := Va2 +b> € R den Betrag der
komplexen Zahl z.



334

3.7 Anhang Analysis Ill: Komplexe Zahlen

r=zI+1y

zu 1. Geometrisch entspricht die
komplexe Konjugation der
Spiegelung an der reellen Ach-
se.

Zu 2. Der Betrag der komplexen
Zahl entspricht der Norm
des entsprechenden Vektors
im R2, bzw. dem Abstand
des Punktes im R? vom Ur-
sprung.

Satz 3.7.11. 1. zZ= 2.

3. Zw=Zw und <£>:% (falls w #0).

4. Z =z genau dann, wenn z € R und Z = —z genau dann, wenn z € iR.

5. Re(z) = Z—;Z und Im(z) = ZQ_ZZ

6. Insbesondere ist 1 = —i = %

Wegen der Verwandschaft zwischen Betrag und Norm in der Bemerkung zu 2.

aus Satz 3.7.11 haben wir

Satz 3.7.12. 1. Es ist|z| >0 und |z| = 0 genau dann, wenn z = 0.
2. |zw| = |z||w| und |2] = % (falls w # 0).
3. Fira € R C C ist |a| der gewdhnliche Betrag und es gilt |Z| = |z|.

4. |Re(2)] < |z] und |Im(z)| < |z].
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5. Fs gelten die Dreiecksungleichungen, das heifit

|z +w| < |z| + |w| und ||z| — |w|} <lz—w|.
Zwei wichtige Figenschaften sind noch

6.

z =z~

I\

7. %: = (falls z #0).

|2?
3.7.2 Polarkoordinaten, Wurzeln und komplexe Exponentialfunktion

Sei z € €\ {0} eine komplexe Zahl, die wir als Punkt in der Zahlenebene
betrachten. Dann l&sst sich die Lage der komplexen Zahl durch die Polarkoor-
dinaten beschreiben, also durch den Abstand zum Ursprung und den Winkel
zur positiven reellen Achse.

Definition/Bemerkung 3.7.13. Es gibt eine reelle Zahl » > 0 und einen
Winkel ¢ € [0, 27], sodass z € C die folgende Darstellung hat

z = r(cos ¢+ isin @)

Diese Darstellung ist fiir z = 0 mehrdeutig, und wir beschreiben z = 0 durch
r = 0 und einen beliebigen Winkel.

Die Darstellung der komplexen Zahl heif3t Polarkoordinatendarstellung der
Zahl z. Der Winkel ¢ € [0,27] heifit ithr Argument und wird mit arg(z)
bezeichnet.

Bemerkung 3.7.14. Lisst man die Bedingung fallen, dass der Winkel, der
sich aus der Polarkoordinatendarstellung ergibt, aus [0, 27| stammt, so spricht
man lediglich von dem (besser: einem) Polarwinkel von z.

Das Argument einer komplexen Zahl entspricht somit einer ”Normierung’
dieses Polarwinkels.

)

Satz 3.7.15 (Umrechnung Polarkoordinaten <+ kartesische Koordinaten).

1. Ist z = r(cos ¢ +isin @), so ist z = a + ib mit

a=rcos¢ und b=rsing.
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2. Ist z = a+1b, so ist r = |z| = Va? + b? und fir z # 0 ist

(arctan (2) fallsa>0,b>0,
o) fallsa=10,b> 0,
¢ =arg(z) = S arctan (2) + 7 falls a <0,
3777 fallsa=0,b<0,
| arctan (g) + 21 fallsa > 0,b<0,

Bemerkung 3.7.16. Wie oben erwéhnt, entspricht die Beschrankung von
arg(z) auf [0, 27| einer Normierung des Polarwinkels. In der Literatur finden
sich auch andere Normierungen, etwa | — 7, 7].

Satz 3.7.17.

1. Fiir alle reellen Zahlen a gilt: a > 0 bzw. a < 0 genau dann, wenn
arg(a) =0 bzw. arg(a) = .

2. Fira € R7% und z € C gilt arg(az) = arg(z).

3. Fiir die komplex konjugierte Zahl zu z # 0 gillV) |Z| = |z| und arg(z) =

27 — arg(z).
1 1
= — undarg | — | = 27 —
|| 2

4. Wegen — = —=Z gilt fiir das Inverse
z z

|22

arg(z).
5. Fiir alle z # 0 gilt arg(—z) = arg(z) + 7.

6. Fir das Produkt zweier komplezer Zahlen gilt |lwz| = |w||z| und

(w2) arg(w) + arg(z) falls Summe < 2w
arg(wz) =
arg(w) + arg(z) — 27 falls Summe > 27

7. Fiir die Potenzen einer komplexen Zahl qilt

|2" = |z]" wund arg(z") =narg(z).

()Hier und in den folgenden Formeln muss man um im Ergebnis tatséichlich das Argument
zu erhalten ein Vielfaches von 27 addieren.
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Bemerkung 3.7.18. o Geometrische Interpretation der Summe. Die
Summe zweier komplexer Zahlen entspricht der vektoriellen Additi-
on der einzelnen Summanden, da die Summe — wie die Vektoraddition —
komponentenweise definiert ist.

o Geometrische Interpretation des Produkts. Wegen Punkt 5 des letzten
Satzes gilt: Der Polarwinkel des Produktes zweier komplexer Zahlen ist
die Summe der Polarwinkel der einzelnen Faktoren und die Lange des
Produktes ist das Produkt der einzelnen Léngen. Man spricht auch von
einer Drehstreckung.

Abbildung 3.7.1: Geometrische Interpretation der komplexen Multiplikation

2129 A Im
o 222
el
rra T 1
©2 1

¥1
_ ~ Re
P11+ P2

Satz 3.7.19. Jede komplexe Zahl w # 0 hat n n-te Wurzeln. Mit anderen Wor-
ten: Die Gleichung z™ = w hat genau n verschiedene Lisungen wiy, ws, . .., Wy,
die Wurzeln von w.

Ist ¢ = arg(w), so sind diese Wurzeln

wy, = W (cos <@> + isin (M>> ,

n
firk=1,... n.
Definition 3.7.20. Fiir z = a + ib € C definieren wir
e® :=e%(cosb+isinb).

Bemerkung 3.7.21. e Fiir a € R C C erhalten wir die reelle Exponen-
tialabbildung zuriick.

e Fiir ib € iR C C gilt exp(ib) = cosb + isinb.
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Satz 3.7.22 (Formel von de Moivre). Fiir alle x € R und n € N gilt
(cosz + isinx)" = cos(nx) + isin(nz) .

Bemerkung 3.7.23. Fiir alle z € C und n € N ist
e = (ez)n.

Neben der letzten Eigenschaft erfiillt die komplexe Exponentialfunktion auch
die anderen Eigenschaften ihrer reellen Schwester. Damit bekommt die Po-
larkoordinatendarstellung einer komplexen Zahl die kompakte (und iibliche)
Form

2 =re'?,

Satz 3.7.24. Sind p,q € C, so ist die Gleichung 2> + pz + q = 0 in C ldsbar.

1. Im Allgemeinen berechnet man die Lisungen etwa mit Hilfe der pq-
Formel, nur, dass man hier die komplexe Wurzel betrachten muss.

2. Ist dz‘e2 quadratische Gleichung reell, also p,q € R, und schreiben wir
A := B —q fiir die Diskriminante, so besitzt sie

e die eindeutige reelle Lisung z = —%, falls D =0

e die zwei reellen Losungen z; = —5 + VA und z = -5 VA, falls
A > 0.

e die zwei komplex konjugierten Lésungen 2 = —% +iv—A und

Z = -8 —iv—A, falls A <O0.

Damit haben wir

Satz 3.7.25 (Fundamentalsatz der Algebra). o Jedes  micht-konstante
Polynom p hat tiber C mindestens eine Nullstelle.

e Jedes nicht-konstante Polynom ldsst sich iber C vollstindig in Linear-
faktoren zerlegen.

(Hierbei sind als Koeffizienten ausdriicklich auch komplexe Zahlen zugelassen)

Das liefert die folgende Erweiterung der Faktorisierung reeller Polynome aus
Satz 2.2.13
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Satz 3.7.26. Es sei p ein Polynom n-ten Grades mit Leitkoeffizient a,, = 1. p
habe die reellen Nullstellen Ay, ..., \,, mit Vielfachheiten ry,...,r, und die
Paare konjugiert-komplexer Nullstellen p1y £iws, . . ., p,Eiw, mit Vielfachheiten
S1y...,80. Dann gilt
pr) =(x —A)™ (= Ap) ™ (@ — g —dwr)T (e — A dwy)
coo (@ =y —dwy) P (= +dwy)

Die quadratischen Faktoren von p ohne reelle Nullstellen sind

(z — pj — iw;) (@ — pj +iwy) = % = 245 + (5 + w3) .
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