Frank Klinker

Stammfunktion, Integral und Flachenberechnung (Teil 1)

1 Einfiihrung: Von der Ableitung zur Stammfunktion

Beim Rechnen mit Zahlen haben wir gemerkt, dass es zu einer Rechnung oft eine
Gegenrechnung gibt, die die erste wieder aufhebt (und umgekehrt). Das haben wir
z. B. verwendet, als wir Gleichungen aufgeltst haben:

e Die Gegenrechnung zu + ist — und die Gegenrechnung zu — ist +:

(x+a)—a=z und (x—a)+a==x.

e Die Gegenrechnung zu - ist : und die Gegenrechnung zu : ist -:

(x-a):a=x und (x:a)-a=zx.
e Die Gegenrechnung zum Potenzieren ist das Wurzelziehen:
Vam =z und (C/E)n:$
e Die Gegenrechnung zum Exponieren ist das Logarithmieren:

log,(a®) =z und a'°8®@ = g

Beim Ableiten arbeiten wir nicht mit Zahlen, sondern mit Funktionen, aber auch
hier gibt es so eine ” Gegenrechnung”:

Stammfunktion

Eine Funktion F(z) heifit eine Stammfunktion der Funktion f(z), wenn die
Ableitung von F(x) die Funktion f(z) liefert, d. h wenn F'(x) = f(z).

Das Bilden einer Stammfunktion ist deshalb per Definition die Gegenrechnung
zur Ableitung:

e Ist F(z) eine Stammfunktion zu f(z), so ist f(z) die Ableitung von F'(z)

e Ist f/(x) die Ableitung von f(x), so ist f(z) eine Stammfunktion von f'(z)
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Beispiel 1. Mit Hilfe der Definition hat man ein einfaches Werkzeug an der Hand,
um zu iiberpriifen ob eine gegebene Funktion F(x) eine Stammfunktion zu einer
anderen gegebenen Funktion f(z) ist: man muss F(z) nur ableiten und testen, ob
f(z) herauskommt!

= 127 ist eine Stammfunktion von f(z) =z

4

= 123 + 4% + 2 ist eine Stammfunktion von f(z) = 22 + 8x

) F(x)

) F(x)

¢) F(x) = ja* 4 32° 4 32 + x ist eine Stammfunktion von f(z) = 2* +2?+ 2 +1

) Fla) = !
) F(z)

= 22% 4 42? + 215698 ist eine Stammfunktion von f(z) = 2% + 8z

Jetzt kann man sich zurecht fragen, warum man den Begriff ”Stammfunktion”
einfiigt? Etwa nur um die Gegenrechnung zur Ableitung zu bekommen?

Bevor wir uns dieser Frage widmen, wollen wir einige Eigenschaften der Stammfunk-
tion festhalten, die zunéchst banal aussehen, aber spéter noch wichtig sein werden.

Bemerkung 2. 1. An den Beispielen d) und e) sieht man bereits: Zu einer Funk-
tion f(x) gibt es mehrere Stammfunktionen.

Zu jeder Stammfunktion F'(z) kann man eine Konstante dazu zéhlen und die
neue Funktion ist ebenfalls eine Stammfunktion.

Das liegt daran, dass die Konstante beim Ableiten wegfillt.

2. Das hat die folgende Konsequenz: Hat man zwei z-Werte gegeben, etwa x = a
und z = b, und méchte man fiir eine Funktion f(z) die Differenz

F(b) — F(a)

fiir eine Stammfunktion F'(x) berechnen, so ist es egal, welche Stammfunktion
man wahlt: Durch die Differenz faillt die Konstante weg, die zwei verschiedene
Stammfunktionen unterscheiden kann, siehe Beispiel 3.

Beispiel 3. Wir betrachten f(z) = 3z* sowie die z-Werte a = 1 und b = 3. Wir
wihlen zum einen die Stammfunktion Fy(z) = 2* und zum anderen die Stammfunk-
tion Fy(z) = 2% — 1234. Dann gilt

F(3)-F(1)=3-1"=2T-1=26
und auch

Fy(3) — Fy(1) = (3% — 1234) — (1° — 1234)
=27 1230 — 1 £1234=27—1=26

Man sieht also: Die Differenz der Werte einer Stammfunktion an zwei Stellen a und
b ist unabhéngig von der Wahl der Stammfunktion.



Bemerkung 4. Alle Beispiele a) bis e) von oben ergeben sich aus den folgenden
zwei zentralen Tatsachen:

1. Ist F(z) eine Stammfunktion von f(z) und G(z) eine Stammfunktion von
g(x), dann ist F'(x) + G(x) eine Stammfunktion von f(z) + g(x).

2. F(z) = ;%2 ist die Stammfunktion von f(z) = az™.

2 Die Bedeutung der Stammfunktion zur Flidchenberech-
nung

2.1 Erste einfiihrende Beispiele

Die folgenden Beispile illustrieren die Idee, die wir verfolgen sehr gut.

Beispiel 5. Wir betrachten die konstante Funktion f(z) = 3. Eine Stammfunktion

ist gegeben durch
F(x) =3x.

Weiter sehen wir uns die Fléache unter dem Graphen von f zwischen den z-Werten
a < b an. Den zugehorigen Flécheninhalt bezeichnen wir mit A(a, b), siche Abb. 1.
Da die Flache ein Rechteck mit der Hohe 3 und der Breite b — a ist, haben wir

A(a,b) =3(b—a).
Ebenso ist aber auch

F(b)—F(a)=3b—3a=3(b—a).

Abbildung 1: Die Fléche unter dem Graphen von f(z) =3
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Beispiel 6. Als zweites Beispiel ist f(x) = 4a eine lineare Funktion. Eine Stamm-

funktion ist gegeben durch
F(z) =227,



Auch hier sehen wir uns die Fliche unter dem Graphen von f zwischen den z-
Werten 0 < a < b an und bezeichnen den zugehérigen Flécheninhalt mit A(a,b),
sieche Abb. 1. Die Fliche ist ein Parallelogramm dessen Ober- und Unterseite die
Langen f(a) = 4a und f(b) = 4b haben und dessen Hohe b — a ist. Damit ist

4b + 4a
2

Ala,b) = (b= a) = 200+ a)(b — a) = 2% — o).

Ebenso ist aber auch

F(b) — F(a) = 2b* — 2a* = 2(b* — a?).

Abbildung 2: Die Flache unter dem Graphen von f(z) = 4x
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In beiden Beispielen 5 und 6 haben wir also

A(a,b) = F(b) — F(a)].

Um zu iiberpriifen, ob diese Beziehung grundsétzlich gilt sehen wir uns noch ein
weiteres Beispiel an:

Beispiel 7. Wir betrachten die lineare Funktion f(z) = 4(x — 4) = 42 — 16 mit
Stammfunktion F(z) = 222 — 16x. Aulerdem sehen wir uns zwischen den z-Werten
a < 4 < b die Flache an, die der Graph von f(z) mit der z-Achse bildet, siehe
Abb. 3.

Die Gesamtfliche A(a, b) setzt sich zusammen aus den Teilflichen A; = A(a,4) und
As = A(4,b). Beide Teilflichen sind Dreiecksflichen mit den Hohen f(b) = 4(b — 4)
bzw. —f(a) = —4(a — 4) (weil f(a) < 0 ist) und den Grundseiten b — 4 bzw. 4 — a.
Damit ist

Aa,4) = A, = _4(“‘21)(4_“) = 2(a—4)(a —4) = 2(a — 4)2,
A(4,b) = Ay = 4(b_4;(b_4) = 2(b—4)(b—4) =2(b—4)%.



Abbildung 3: Die Flache unter dem Graphen von f(z) =4x — 1

Damit erhalten wir zusammen

A(a,b) = Ay + Ay =2(b—4)* +2(a — 4)*.
Im Gegensatz dazu haben wir

F(b) — F(a) = (2b* — 16b) — (2a* — 16a)
=2(b* — 8b+ 16) — 2(a® — 8a + 16) = 2(b — 4)*> — 2(a — 4)?,

sodass die aus den vorigen Beispielen erhaltene Beziehung zwischen Flacheninhalt
und Stammfunktion nicht allgemein giiltig sein kann.

Aber sehen wir genauer hin:
e Es ist fiir den Teil As:
A(4,b) = 2(b—4)? und ebenso F(b) — F(4) = (2b* — 16b) — (—32) = 2(b—4)?,
sodass fiir diese Teilfldche wieder
A(4,b) = F(b) — F(4)
gilt.
e Fiir den Teil A; ergibt eine analoge Rechunng
A(a,4) = 2(a —4)* aber F(4) — F(a) = —2(a — 4)?,
sodass fiir diese Teilfldche nun
Ala,4) = —(F(4) — F(a)

gilt.



Zusammenfassung 8. Wir die Beispiele 5, 6 und 7 zeigen, ist die nach Beispiel 6
eingerahmte Formel nicht immer giiltig.

e Sie scheint korrekt zu ein, fiir Flichen, die oberhalb der z-Achse liegen.

e Sie scheint jedoch fiir Flachen unterhalb der z-Achse das richtige Ergebnis nur
bis auf ein Vorzeichen zu geben.

2.2 Die Fliche zwischen dem Graph von f(z) und der z-Achse

Dass die Zusammenfassung der obigen Beispiel tatséchlich korrekt ist, werden wir
in einem spéteren Abschnitt begriinden, wir fassen hier lediglich zusammen:

Die Fliche zwischen dem Graphen von f(x) und der xz-Achse

e Gegeben ist eine Funktion f(z) und eine zugehorige Stammfunktion F'(x). Wei-
ter sind zwei z-Werte a < b gegeben, sodass der Graph von f(x) zwischen a
und b ganz auf einer Seite der z-Achse liegt.

Dann l&sst sich der Flacheninhalt A(a,b) der Fliache, die zwischen a und b vom
Graphen der Funktion f(x) und der z-Achse eingeschlossen wird, mit Hilfe der
Werte der Stammfunktion an a und b berechnen:

A(a,b) = |F(b) — F(a)|
Siehe dazu Abb. 4 (oben).

e Besteht die Fléche zwischen dem Graphen von f(x) und der z-Achse aus
mehreren Teilen, dann muss man fiir alle Teilflichen die Rechnung aus dem
ersten Punkt durchfiihren, und anschlieend alle Teilstiicke addieren, siehe
Abb. 4 (unten).

Dazu muss man in der Regel die Nullstellen der Funktion f(x) berechnen.

Beispiel 9. Zwischen @ = —1 und b = 12 liegt der Graph der Funktion f(z) =
1—12x3 — %+ %a: + 22 ganz oberhalb der z-Achse, siehe Abb. 4. Eine Stammfunktion
von f(x) ist

1 1 1
F(z) = @x‘l — 5333 + 6:1:2 + 22z .

Damit ist der Flicheninhalt der Flache, die der Graph von f(z) zwischen a = —1
und b = 12 mit der z-Achse einschliefit:

1 | |
F(12) — F(—1) = (— 120128 122+22-12)

8 3 6
1 4 ]‘ 3 ]‘ 2
— (g (U 5 (Do (1224 (<)
11 1
— (432 — 576 + 24 + 264) — (— Z4z —22> ~ 16548
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Abbildung 4: Die Fléche zwischen dem Graphen von f(z) und der x-Achse
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2.3 Die Fliche zwischen zwei Funktionsgraphen

Die Fliche zwischen den Graphen zweier Funktionen f(x) und g(z) erhilt man als
Differenz der entsprechenden Flichen mit der x-Achse. Hierbei ist entscheidend, ob
der Graph der Funktion f(x) "iiber” oder "unter” dem Graphen von g(x) liegt.

e Gegeben sind zwei Funktionen f(x) und g(z) und zwei zugehérige Stamm-
funktionen F'(z) und G(z). Weiter sind zwei x-Werte a < b gegeben, sodass
der Graph von f(z) zwischen a und b ganz oberhalb oder ganz unterhalb
des Graphen von g(z) liegt.

Dann lésst sich der Fldacheninhalt A(a,b) der Fliache, die zwischen a und b
von den Graphen der Funktionen f(z) und g(z) eingeschlossen wird, mit




Hilfe der Werte der Stammfunktionen an a und b berechnen:
Aa,b) = [(F(b) = F(a)) = (G(b) — G(a))]
= |(F() - G) - (F(a) - G(a))|
Siehe auch Abb. 5 (oben).
Besteht die Fliche zwischen dem Graphen von f und dem von g(z) aus
mehreren Teilen, dann muss man fiir alle Teilflichen die Rechnung aus dem

ersten Punkt durchfithren, und anschliefend alle Teilstiicke addieren, siehe
Abb. 5 (unten).

Dazu muss man in der Regel die z-Werte der Schnittpunkte von f(x) und
g(x) berechnen.

Abbildung 5: Die Fldche zwischen den Graphen von f(z) und g(x)
Ay

f(x) = —0,52% + 3z + 12
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3 Das Integral einer Funktion

Da die Differenz zweier Werte einer Stammfunktion F(x) einer zu gegebenen Funk-
tion f(x) eine besondere Bedeutung zu haben scheint, bekommt diese einen eigenen
Begriff:

Das Integral einer Funktion f(x)

Gegeben sei die Funktion f(x) fur die Werte a < x < b und F'(z) sei eine Stamm-
funktion von f(x).

Das Integral der Funktion f(z) in den Grenzen von a und b ist definiert

durch ,
/ f(x) dz = F(b) — F(a)

und ist unabhéngig von der gewéhlten Stammfunktion.

Die Berechnung der Fldcheninhalte kann man mit dem Integral wie folgt formulieren:

Bemerkung 10. Fiir eine Funktion f(z) bezeichnet A(a,b) den Flacheninhalt zwi-
schen den a-Werten a < b und der Fléche zwischen dem Graphen von f(x) und der
x-Achse

1. Fiir eine positive Funktion f(z) ist

Ala,b) = /abf(x) da

2. Ist f(z) nicht positiv, sondern wechselt zwischen a und b an den Stellen x; <
To < ...< xp_1 < x) das Vorzeichen, dann ist

A(a,b) = x)dz| + x)dz| + x)dx| +

Bemerkung 11. Fiir zwei Funktionen f(z) und g(z) bezeichnet A(a,b) den von
den Graphen eingeschlossenen Fliacheninhalt zwischen den z-Werten a < b

1. Ist zwischen a und b stets f(z) > g(z) ist

A(a,b) /f dg;—/ g(z) d .

2. Gilt nicht tberall f(x) > g(x), sondern f(z) und g(z) schneiden sich zwischen
a und b an den Stellen ;1 < 9 < ... < _1 < X}, dann ist

x)dr — /%1 g(x)dx| + x)dr — /m2 g(x)dx

dz—/ x)dz| + dx—/ g9(z) dz

Bemerkung 10 ist ein Spezialfall von Bemerkung 11. Das sieht man, wenn man die
z-Achse mit Hilfe der Funktion g(z) = 0 beschreibt.

A(a,b) =

9



Abbildung 6: Zu Bemerkung 10.2
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4 Zusammenfassung und Ausblick

e Wir haben hier das Integral einer Funktion f(z) mit Hilfe einer gegebenen
Stammfunktion F(z) eingefiihrt.

e Wir haben anhand von Beispielen gesehen, dass das Integral (im wesentlichen)
den Flécheninhalt der Fliche unter dem Graphen von f(x) angibt.

e Wir haben vorweggenommen, dass wir die Flache immer so berechnen kénnen.

Wir werden uns in einem spéateren Abschnitt folgender Umkehrung dieser Idee wid-
men:

e Mit Hilfe des Flédcheninhalts der Flache unter dem Graphen einer Funktion
f(x), werden wir eine neue Funktion definieren

e Von dieser neuen Funktion zeigen wir, dass es eine Stammfunktion von f(z)
1st.

e Das liefert uns dann die Begriindung dafiir, dass wir die Fldche unter einem
Graphen tatséchlich immer mit einer Stammfunktion berechnen kénnen.
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