SPURFREIE MATRIZEN ALS KOMMUTATOREN

FRANK KLINKER

ZUSAMMENFASSUNG. Wir geben hier verschiedene Begriindungen fiir die
Aussage, dass sich jede Matrix mit verschwindender Spur als Kommu-
tator zweier Matrizen darstellen ldsst.
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Wir liefern hier verschiedene Beweise fiir die Aussage in Satz 1. Insbeson-
dere sind alle Beweise anwendbar, wenn der zugrundeliegende Koérper die
Charakteristik Null hat, zum Beispiel Q, R oder C.

Satz 1. Jede Matriz tiber einem Korper K, deren Spur verschwindet, lisst
stch als Kommutator zweier Matrizen schreiben.

Bemerkung 2. Wir werden im Laufe der Beweise oft durch Basiswechsel
die Ausgangsmatrix dndern. Dass das aber keinen Einfluss auf die Aussage
in Satz 1 hat, sieht man wie folgt: Sei A eine Matrix, die sich als Kommu-
tator schreiben ldsst, etwa A = [R, S|, und A := U AU die transformier-
te Matrix. Dann gilt fiir diese Matrix A = [R,S] mit R = U~'RU und
S=U"'sU.

1. EIN KONSTRUKTIVER BEWEIS (MIT EINSCHRANKUNG)

Die hier vorgestellte Begriindung ist konstruktiv und klappt iiber allen
Korpern K mit Ausnahme von Koérpern mit Charakteristik 2, z.B. Zs. Fiir
die letzteren klappt die Konstruktion nur in Spezialfillen. Fiir die Konstruk-
tion benotigen wir die Jordan-Normalform fiir Matrizen iiber dem Korper
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K, wobei wir uns hier bei der Beschreibung der Normalform auf den Fall
K = R beschrinken. Die Verallgemeinerung wirkt sich jedoch lediglich auf
die Gestalt der Jordankiistchen aus und nicht auf die Eigenschaften (1), siehe
etwa [3]. Ebenfalls kann man statt der Jordan-Normalform die Frobenius-
Normalform der Matrix A heranziehen, siehe etwa [2].

Es sei A € M,R mit tr(4) = >, a;; = 0 und sei J die Jordan-Normalform
von A. Dann verschwindet insbesondere auch die Spur von J und wir kénnen

J als
J = diag(Jl, . .,JN)

schreiben. Dabei ist Ji = Jg(A\) entweder ein Jordankéistchen zum reellen

Eigenwert A\ oder J; = Ji(a,b) ein Jordankéstchen zum irreduziblen Teiler

22 — ax — b des charakteristischen Polynoms, d.h.

A1
Tk A1
A
oder
0 1
b a 1
0 1
b a 1
Jp =
1
0 1
b a 1
0 1
b a

Insgesamt erfiillt J damit

D Ji=0 und Jip1€{0,1} und J;=0fiirj>i+2. (1)

Sei nun D = diag(dy, ..., dn) eine K\{0}-wertige Diagonalmatrix, dann hat
J := DJD™! die Eintriige

. d

Jij = E;Jij

und somit immer noch die Struktur (1) bis auf die Tatsache, dass nun ji7i+1 €
K.

Wir stellen hier zwei Wahlen fiir D vor, die helfen, Satz 1 (mit Einschréinkun-
gen) zu beweisen.
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e Die erste Wahl ist — abhéingig von der Ausgangsmatrix A — nicht in
jedem Korper moglich: wir miissen eine von A abhéngige natiirliche
Zahl invertieren.

e Die zweite Wahl klappt fiir jede Matrix, jedoch sind Korper der
Charakteristik 2 auszunehmen.

Erste Wahl:

Sei £ := #{J;i+1 # 0} und weiter sei 79 := max{i|J;;+1 # 0}, falls £ > 0.
Wir unterscheiden zwei Fille:

e Ist nun ¢ = 0 so wihle D = 1.
e Ist £ > 2 so wihle in D die Diagonalelemente geméf

g )= firi =g+ 1
‘ 1 sonst '

Zweite Wahl :

Auch hier unterscheiden wir zwei Fille:

o #{Jiiy1 # 0} ist gerade:

Ist die Anzahl = 0 so setze D = 1. Ist die Anzahl > 2 dann setze
dy = dy = 1 und wéhle die d; € {—1,1} fir ¢ = 3,...,n derart,
dass die nicht-verschwindenden Elemente der Nebendiagonale von J
alternierende Vorzeichen haben das erste dieser jedoch positiv ist.
Insbesondere ist jm-ﬂ e {-1,0,1}

Ist zum Beispiel n ungerade und alle Nebendiagonalelemente von
J verschwinden nicht, so tut die Matrix D mit dgj41 = dgji2 = 1
und dgj43 = dgjr4 = —1 fiir j > 0 das Gewiinschte.

o #{Jiiy1 # 0} =20 + 1 ist ungerade und > 3:

Setze wieder di = dy = 1. Ist die Anzahl 2/ +1 < n — 1, so
wiéhle die d; entsprechend dem ersten Fall derart, dass die ersten
20 — 1 nicht-verschwindenden Nebendiagonalelemente von J wieder
alternierend ihre Werte in {—1, 1} annehmen, wobei der erste wieder
positiv sein soll. Nun sind noch zwei nicht-verschwindende Elemente
der Nebendiagonale von J {ibrig, und es seien etwa Jj, j, 11, Jj, jo+1
und Jj, j,+1 mit j; < jo < j3 die letzten drei dieser Elemente, so

dass Jj, j+1 = 1. Wahle nun weiter dj,41,...,dj, € {—2,2} und
djs41,-..,dn € {—4,4} derart, dass Jj, jo+1 = Jjy js+1 = —%. Insbe-
sondere ist J; ;41 € {—1, —%,O, %, 1} fur allei=1,...,n.

Ist zum Beispiel n gerade und alle Nebendiagonalelemente von
J verschwinden nicht, so kann man D wie folgt wihlen: Die ersten
n — 2 Elemente von D haben die Form dsj41 = dsj42 = 1 und
dgj+3 = dgjpa = —1 fiir j > 0, und die beiden letzten erfiillen
dp—1 = —2sign(dy—2) und d,, = 4sign(d,_2).
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Wir stellen nun fest, dass wir in den oben diskutieren Fillen erreichen, dass
neben der Spur selbst auch die Spur der Nebendiagonalen von J verschwin-
det, d. h. };, ji,i+1 = 0. Zu A kann man auf die obige Weise immer solch
ein J wihlen, mit Ausnahme der Fille, in denen die Jordan-Normalform
lediglich eine Eins auf der Nebendiagonalen hat, also der Fall b) in dem nun
bewiesenen Satz 3.

Satz 3. Fs sei A eine Matrix mit verschwindender Spur tiber einem Kdrper

der Charakteristik ungleich 2. Dann tritt einer der folgenden zwei Fille auf:

a) A ist dhnlich zu einer Matriz J mit den Eigenschaften

Ejiizo und ij‘_,_l:o und jijZOfﬂT'j>i+2 (2)

b) A ist dhnlich zu

A1 0 1
A oder b a
A A

wobei A eine Diagonalmatrix ist.

Ausgehend von dieser speziellen Gestalt einer spurfreien Matrix konstruieren
wir nun den Kommutator.

Konstruktion 4. Es sei R = (R;;) das transponierte der Begleitmatrix
zum Polynom p(z) = z", also

R=

und S = (5;;) eine weitere Matrix, dann gilt
(RS)ij = Si—1j, (SR)ij = Sij+1, [R,Slij = Si—1 — Sijj+1-

Schreiben wir

S=(51 sn)z

wobei die s; € K™*! die Spalten und die z; € IK!*™ die Zeilen von S bezeich-
nen, so gilt
0

21
RS = : , SR:(SQ ... Sp 0)

Zn—1
Die Multiplikation mit R von links bzw. rechts verschiebt die Zeilen bzw.
die Spalten von S um eins nach unten bzw. rechts.



SPURFREIE MATRIZEN ALS KOMMUTATOREN 5

Wihlen wir nun S als Matrix in der alle oberen Nebendiagonalen ab der
dritten verschwinden, dann sind RS, SR und [R, S] Matrizen, in denen alle
oberen Nebendiagonalen ab der zweiten verschwinden.

Sei nun B € M,R eine Matrix mit den Eigenschaften (2) und es seien R
und S wie oben gegeben. Dann ist die Gleichung B = [R, S] sinnvoll und es
ergibt sich folgendes Gleichungssystem

Blj = _Sl,j+1 fiir j = 1,2 (4.&)
Bk] = Sk*l,j _Sk,j+1 furj - 1,,k+ 1 (4C)
Bn—l,j = On-2j5 — Sn—l,j+1 fﬁl“ ] = 1, ey — 1 (4d)
Bn—l,n = On—2n (46)
Bn,j = On—1,j — Sn,j+1 fur ] = 1, ey — 1 (4f)
Bn,n = ©On—1n (4g)

Dieses Gleichungssystem lésen wir nun nach S auf:

e Im ersten Schritt nutzen wir (4.a). Das bestimmt die erste Zeile von
S bis auf das Element S71, das wir vorerst frei wiahlen konnen.

e Im zweiten Schritt nutzen wir (4.b) und das liefert dann die zweite
Zeile von S, bis auf das Element So;, das wir wieder frei wihlen.

e Im k-ten Schritt fiir £ < n — 1 nutzen wir (4.c) und bekommen so
die k-te Zeile von S bis auf Sj;, das wir wieder frei wihlen.

e Im n — 1-ten Schritt nutzen wir (4.d) und bekommen wieder bis auf
den frei wihlbaren ersten Eintrag die (n — 1)-te Zeile von S.

e im letzten Schritt liefert (4.f) schliefllich die letzte Zeile von S und
wieder bleibt S, frei wéhlbar iibrig.

Auch wenn die Wahl der ersten Spalte nicht durch B fixiert ist, so bestimmt
doch die Wahl des i-ten Eintrag die Gestalt der (i + 1)-ten Zeile, da das
Element explizit in die Berechnung einfliefit.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die zwei iibrigen Gleichungen (4.e) und (4.g)
hierdurch auch erfiillt werden.

Es ist tr(B) = tr([R,S]) = 0 und auBerdem ist B;; = [R,S]; fiir alle
i=1,...,n— 1. Damit ist dann auch

n—1

n—1
Bnn = - Z Bu = - Z [R7 S]u = [Ra S]nn = Pn—1n-
i=1

i=1
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Weiter ist
n—1 —
DR, Sliis1 = —Sis + 2 i—1,i+1 — Siji+2) T Sn—2n
=1 =2
n—3
= —S13 + Z Siit2 — Z Siiv2 + Sp—2pn = 0,
i=1 =2
n—1 n—1
so dass 2 Bi i+1 = Z[R S]mq_l = 0. Da aber Bi,i+1 = [R, S]i,i-i-l fiir
=1 =1
i=1,...,n—2,ist ebenfalls
n—1
n 1n = — Z Bz i+l = Z [R7 S]i,iJrl = [R, S]nfl,n = Sn72,n .
i=1

Die Kontruktion 4 basiert auf der Arbeit [1]. Sie liefert nun den Beweis fiir
den folgenden Satz 5.

Satz 5. Sei B eine Matriz mit den Eigenschaften (2). Dann gibt es Matrizen
R, S derart, dass B = [R, S].

Bemerkung 6. Das Ersetzen der Matrix R in Satz 5 durch 1+ R hat keinen
Einfluss auf den Kommutator. Es zeigt aber, dass man mindestens eine der
beteiligten Matrizen regulédr wéhlen kann.

0 1
Bemerkung 7. e Die zweite Matrix in (3), also [ b a , hat

A

¢
die Form <2 Z,),
ist; genauer: die gesamte Nebendiagonale verschwindet. Wegen Satz
5 und Bemerkung 6 gibt es R', S’ mit A’ = [R’,S’] derart, dass R’
regulér ist. Wahlen wir nun

R— <0 R,) und S = ((ng)—ly "””t(é,zl)_1>

t

dann ist (2 fl’) = [R, S].

wobei A" eine Matrix mit den Eigenschaften (2)

Al
e Die erste Matrix in (3), also A , ist dhnlich zur Matrix
A
0 —X2
12X , wéihle dazu die Basis {eg, €1 + Aeg, e3,...¢e,}. Diese

A
t

y > mit einer Matrix A, die (2) erfiillt

hat ebenfalls die Form (O ,
y A
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— weil die gesamte Nebendiagonale verschwindet. Damit gilt das Re-
sultat des vorigen Punktes.

Korollar 8. Die Sditze 3 und 5 zusammen mit der Bemerkung 7 liefern nun
den Beweis fiir die Aussage in Satz 1 unter der Einschrinkung char(K) # 2.

2. EINE ERWEITERUNG (OHNE EINSCHRANKUNG)

Im Fall eines Korpers der Charakteristik 2 geht der oben vorgestellte kon-
struktive Ansatz nur in den Féllen durch, in denen die Anzahl der Einsen
auf der Nebendiagonale in der Jordan-Normalform der betrachteten Matrix
gerade ist.

Dass die Aussage aber auch im ungeraden Fall sinnvoll ist, zeigt schon das

Beispicl (é 1) _ [G 8)(8 tl))]

Die Erweiterung des konstruktiven Ansatzes fiir Matrizen, deren Nebendia-
gonale eine ungerade Anzahl von Einsen aufweist, wird durch Bemerkung 7
motiviert.

Konstruktion 9. Sei A eine Matrix deren Jordan-Form A eine ungerade
Zahl an Einsen auf der Nebendiagonale trdgt. Dann hat A die Form

C1 1 0 0
Az Cyp C3 C4
%k B
mit cico = 0, c3 € K, ¢4 € {0,1}. Insbesondere sind ey und Aey = e; +
c3es + w mit w € span{es,...,e,} linear unabhingig und beziiglich der
. . t
Basis {eg, Aeg, e3,...e,} hat A die Matrixdarstellung (2 xB> Hierin hat

die Matrix B die Eigenschaften (1) und die Anzahl der Einsen auf der Ne-
bendiagonale ist um FEins vermindert, also gerade. Damit gibt es geméf
der Konstruktion im vorigen Abschnitt eine diagonale Basistransformation
B’ = D7'BD derart, dass B’ die Eigenschaften (2) hat. Die Transformati-

1t
on (1 D> liefert dann die Matrix (;/), B
Jetzt liefert die gleic?e Konstruktion wie in Bemerkung 7 zwei Matrizen R, S

/

0 =z
derart, dass (y' B’> =[R,S].

) , mit y; = diy; und zj = .

Korollar 10. Konstruktion 9 zusammen mit Konstruktion 4 liefert nun
einen Beweis fiir Satz 1 fiir beliebige Korper.
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3. EIN WEITERER BEWEIS (MIT EINSCHRANKUNG)

Es sei R = diag(ry,...,r,) € M,K eine Diagonalmatrix mit Eintrigen der-
art, dass r; —r; # 0 fiir alle ¢ # j ist, und sei S € M, K eine beliebige Matrix.
Insbesondere muss der Korper IK mindestens n verschiedene Elemente ha-
ben. Dann ist

[R,S]ij = (ri —7j)si;

und in [R, S] verschwinden sémtliche Diagonalelemente. Ist nun A € M, K
mit a;; = 0 fiir alle ¢ = 1,...,n, und ist R eine Diagonalmatrix wie oben,
dann 16st die Matrix S mit

0 fiiri=j

fiir i # j
die Gleichung A = [R, S]. Das heif}t es gilt der folgende Satz 11:

Satz 11. Es sei K ein Korper mit mindestens n veschiedenen Elementen
und sei A € M,IK mit a; = 0 fiir allei = 1,...,n. Dann gibt es Matrizen
R, S, so dass A = [R,S].

Es sei nun A € M, K\{0} eine Matrix mit verschwindender Spur. Wir be-
trachten nun einen Vektor vy € IK™ derart, dass v; und Av; linear unabhéngig
sind. Dieses v; gibt es, denn andernfalls wire jeder Vektor v ein Eigenvektor
und damit A = pl und wegen der Spurbedingung sogar A = 0. Sei nun
weiter {vy, Avi,ws,...,w,} eine Basis von K, dann hat A beziiglich dieser

Basis die Darstellung
0 *
« AW

mit einer Matrix A1) € M,,_1K die ebenfalls spurfrei ist. Ist nun AS ) # 0 flr
mindestens ein i, so wihle vo € span{Avy,ws,...,w,} derart, dass vy und
Ay vy linear unabhiingig sind. Beziiglich der Basis {v1, va, AN vy, 1y, . . ., 10, }
hat A dann die Darstellung

wobei nun A® e M,,_,K spurfrei ist. Induktiv konstruiert man so eine Basis
{vi,...,v,} derart, dass A beziiglich dieser Basis die Darstellung

0
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hat. Die induktive Berechnung ist spétestens nach (n—1) Schritten beendet,
frithestens jedoch nach dem Schritt, bei dem die Restmatrix A®) nur Nullen
auf der Diagonale hat. Insgesamt hat man den folgenden Satz 12:

Satz 12. Ist A eine Matriz, deren Spur verschwindet, so ist A dhnlich zu
einer Matriz deren Diagonalelemente verschwinden.

Korollar 13. Die Sdtze 11 und 12 liefern nun zusammen einen Beweis
fiir Satz 1, jedoch mit der Einschrinkung, dass der zugrundeliegende Korper
eine Mindestzahl verschiedener Elemente hat, vergleiche Satz 11.
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