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1. FLACHEN- UND VOLUMENBERECHNUNG MIT HILFE VON INTEGRALEN

Bei einfachen geometrischen Objekten kénnen wir den Flidcheninhalt oder das Volumen
recht leicht berechnen, zum Beispiel den Flécheninhalt eines Rechteck oder Dreieckes und
das Volumen eines Quaders oder einer Pyramide. Schwieriger wird schon die Herleitung
einer einfachen Formel zur Bestimmung des Volumens gekriimmter Korper oder des
Flacheninhalts gekriimmter Flichen, sieche Tabellen 1 und 2.

Im Folgenden wird eine Methode vorgestellt, die es ermoglicht Flacheninhalte bzw.
Volumina komplizierter — aber in ihrer Art immer noch spezieller — geometrischer
Objekte zu berechnen. Beschrinken wir uns zunéchst auf den Fall der Berechnung des
Inhalts von Flachen.

Fliche | Mafle | Fldcheninhalt
Rechteck | a,b ab
Dreieck | g,h % gh
Kreis r 7r?
Ellipse a,b mab

TABELLE 1. Bekannte Fliachen-
inhalte

Korper | Mafle | Volumen

Quader | a,b,c abe
Prisma, G,h Gh
. 1
Pyramide | G, h 5Gh

Kugel r %7r7’3

Ellipsoid | a,b,c %Wabc

TABELLE 2. Bekannte Volumen

1.1. Flachenberechnung.

Die Objekte unserer Untersuchung in diesem Abschnitt werden Fldchen sein, die eine
Lkrumme® Seite und drei ,,gerade“ Seiten haben. Genauer betrachten wir eine nicht-
negative Funktion
frila, b = R
z =y = f(z)
auf einem Intervall [a,b] C R mit Werten in den reellen Zahlen R und schauen uns
ihren Graphen in einem Koordinatensystem an, siche Abbildung 1.
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ABBILDUNG 1. Fldache unter einem Graphen

Definition 1.1. Es sei f : [a,b] — R eine nicht-negative Funktion. Den Flicheninhalt
der Fliche, die von der x-Achse, den Graphen der Geraden z = a und x = b sowie vom
Graphen der Funktion f(z) berandet wird bezeichnen wir mit Ay (a,b), das ist die in
Abbildung 1 eingefiarbte Fléche.

Bei den Beispielen aus Tabelle 3 kennen wir das entstehende geometrische Objekt und
konnen bekannte Formeln verwenden. Aber wie berechnen wir die Flacheninhalte aus
Tabelle 47 Das bereitet uns sogar fiir die recht einfache Funktion aus der letzten Zeile
schon Probleme.

f(z) a | b|Af(a,b)
c 0 1|b be Rechteck

a?—x2 | —r|r %777'2 Halbkreis
%x 01|y % gh Dreieck
b\/ 1-— (%)2 —al|a %ab Halbellipse

TABELLE 3. Die Rander und Inhalte bekannter Flachen

Idee: Wir zerteilen das Intervall [a, b] in kleinere Stiicke, berechnen den Flidcheninhalt
iiber den entstehenden kleineren Intervallen und addieren alle Teile auf.
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f(z) a|b| Ags(a,b)
e’ 01 e
sin(z) |0 |7 2
arctan(x) | 0 T 12
a? 13 z

TABELLE 4. Flicheninhalte zu speziellen Réandern

Diese Idee liefert im Fall der Funktion

1—-2 0<z<1
f(z) =
2r—2 1l<x<2 N

das Ergebnis

1
Ap(0,2) = Ay a(01) + Ane 5(1,2) = L 41 = 2.

0 f 1
0 1 2

Durch diese Unterteilung in kleinere Flachen wird im Allgemeinen das Problem des
einen ,krummen*“ Randes nicht beseitigt. Schauen wir uns daher die Abbildung 2 an.
Eine sehr gute Naherung fiir den Inhalt dieser Fliche ist zweifellos

2
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ABBILDUNG 2. Ein Graph mit kleinen Anderungen

A~2-10=20.

Wir haben hier die zu berechnende Flache durch ein Rechteck ersetzt und dessen Inhalt
als Maf fiir den gesuchten Inhalt benutzt.

Diesen Ansatz verfolgen wir nun weiter. Wir zerlegen unsere Fliche in Teilflichen und
fiir die entstehenden Teile benutzen wir Rechtecke als Ndherungen, siehe Abbildung
3 — dabei héatten wir als Hohe der Rechtecke statt des Wertes am Mittelpunkt des
Teilintervalls auch den Wert am rechten oder linken Rand nehmen kénnen.
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ABBILDUNG 3. Anndherung durch Rechteckflichen

Genauer zerlegen wir das Intervall [a,b] in Teilintervalle
[a,b] = [xo, z1] U [x1,22] U ... U [Zp_1, zp]
mit z9 = a und x, = b. Die Zerlegung bezeichnen wir auch mit Z(zo, . ..z,) und nennen
n die Liange der Zerlegung. Wir berechnen
Ag(a,b) = Ap(xo, z1) + ... + Ap(Tn-1,2n)
~ f(r1)(r1 —x0) + ...+ f(2n)(Tn — Tp—1) -

Mit Ax; := x; — x;_1 fir i = 1,...,n, ndhern wir also
Ap(a,b) = ) fla) A (1)
i=1

Aber unser Ziel ist ja nicht eine Néherung — sei sie auch noch so gut — sondern der
exakte Wert des gesuchten Flacheninhalts. Daher machen wir die folgende

Uberlegung: Wenn man die Zerlegung immer feiner macht, d.h. die Linge der
Teilintervalle immer weiter verkleinert, kann man dann erwarten, dass der Fehler, den
man bei der Ersetzung des gesuchten Flidcheninhalts durch die Rechtecksumme macht,
immer kleiner wird?

Die Antwort wird sicher von den Eigenschaften der betrachteten Funktion f abhéngig
sein. Aber beschriinken wir uns hier auf ,,schéne“ Funktionen!, dann liefert die Anschau-
ung die Antwort

Ja!

Wir wollen diese Behauptung hier nicht weiter formalisieren oder gar beweisen, sondern
uns das Verfahren an einem Beispiel verdeutlichen.

! Zu den ,schonen“ Funktionen gehoren insbesondere die stetigen Funktionen, auf die wir uns ab

jetzt beschréanken.



DIE KEPLERSCHE FASSREGEL UND NUMERISCHE QUADRATURVERFAHREN 6

Beispiel 1.2. Auf dem Intervall [a, b] betrachten wir die Funktion
flz) =a?

und fiir das Intervall die dquidistante Zerlegung der Linge n
Z(a,a—l—b_Ta,a—i—Qb_T“,...,a—i—(n— 1)I’_Ta,b).
Wir haben also

ri=a+1i fir i=0,...,n

und berechnen

sowie

Dann ist

Ag2(a,b) = Y f(@i)Aw;
=1

" 2a(b — b—a)? b—
%Z<a2+ a( a)i—i—( 2a) i2> a
i—1 n n n

a?(b — a) & 2a(b — a)? . (b—a)? 9
%711 ;14—”2 224— 3 Zz

i=1 i=1
2a(b—a)®> n(n—1) (b—a)? n(n—1)2n-1)

~ o2(h _ .

~ Qa (b a) + n2 9 + 77,3 6
1 (b—a)? 3 1

~ a2(h _ —N2(1 - = -2y~

~a'(b—a)+a(b—a) (1 n) + 3 (1 2n + 2n2)

b =d B (a+b)(b— a)? n (b—a)3

3 2n 6n2

In diesem letzten Ausdruck lassen wir nun die Zerlegung immer feiner werden und
schauen uns das Ergebnis an. Wir bilden also den Grenzwert der rechten Seite fiir grofle
n. Dabei nutzen wir insbesondere

|
lim — =0.
TL-}OO/]’L

Das liefert dann

1 1
A2 (a,b) =~ §b3 — gag.
Fir a = 1 und b = 3 ergibt sich der Wert der letzten Zeile von Tabelle 4, ndmlich

2(b® — a®) = 2. Aber ist das wirklich der exakte Flicheninhalt?
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Bemerkungen 1.3. 1. Bei der Grenzwertbildung durch immer weitere Verfeine-
rung der Zerlegung beschrankt man sich in der Regel nicht auf dquidistante
Zerlegungen.

2. Punkt 1. sagt uns allerdings nicht, ob dieser Grenzwert, falls er existiert, etwas
mit dem gesuchten Flicheninhalt Af(a,b) zu tun hat.

3. An der Formel fiir das Integral von f(z) = 22 in den Grenzen von a bis b aus
dem obigen Beispiel fillt Folgendes auf: Die Funktion g(z) = %x?) erfiillt neben
Ag(a,b) = g(b) — g(a) auerdem die Identitit ¢'(x) = f(x).

4. So eine Funktion aus Punkt 3. ist eindeutig bis auf eine additive Konstante. D.h.
ist g(x) eine Funktion mit ¢'(z) = f(z), so ist jede andere Funktion mit eben
dieser Eigenschaft von der Form g(x) = g(z) + ¢ mit ¢ € R.

Die Punkte 1. und 3. motivieren die folgenden zwei Definitionen.

Definition 1.4. Existiert der Grenzwert der Summe auf der rechten Seite von (1) fiir
beliebige Zerlegungen und liefert immer den gleichen Wert, so macht man das in einer
neuen Schreibweise deutlich:

b n
/ f(x)de =  lim Z f(zi)Az; .
a Zerlegungen ;=0

von |[a, b]
Die linke Seite liest man als ,,Integral von f in den Grenzen von a bis b“.

Definition 1.5. Ist f(x) eine Funktion, dann nennt man eine Funktion g(x) mit
¢'(z) = f(z) eine Stammfunktion zu f.

Die Punkte 1. bis 3. aus der vorigen Bemerkung zusammen mit den beiden letzten
Definitionen gipfeln in dem folgenden Satz.

Satz 1.6 (Flichensatz). Sei f : [a,b] — R eine nicht-negative Funktion und g : [a,b] —
R eine Stammfunktion von f also ¢'(x) = f(z). Dann sind der Flicheninhalt Ag(a,b)

b
und das Integral / f(x)dx verbunden iiber

b
Ap(a,b) = / f(@)dz = g(b) — g(a).

Bemerkungen 1.7. 1. Die obige Konstruktion und damit der Satz 1.6 besitzt
eine Verallgemeinerung auf Funktionen mit auch negativem Wertebereich und
heifit dann Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, siehe z.B. [6, 79.1].

b
Man kann den Wert / f(z)dr dann jedoch nicht mehr ohne weiteres als

Flacheninhalt interpretigren.

2. In der Regel ist es schwer eine Stammfunktion g(z) zu einer gegebenen Funktion
f(x) zu finden und oft ist dies in einer geschlossenen Form auch gar nicht
nicht moglich, so z.B. fiir die Funktion f(z) = e~ Das ist die so genannte
Gauflsche Glockenkurve, deren Graph auf dem 10 DM Schein abgebildet war,
siehe Abbildung 4.
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ABBILDUNG 4. Der 10 DM Schein der Jahre 1990-2001

Mit dieser Bemerkung ist die kleine Einfithrung in die Flichenberechnung abgeschlossen.
Uns geht es hier nicht um die Einfithrung der Integralrechnung und insbesondere nicht
um die Rechenregeln, die notwendig sind, um zu vorgegebenen Funktionen Stammfunk-
tionen zu finden. Vielmehr sollte nur der konstruktive Ansatz erlautert werden, der die
Fldachenberechnung mit der Integralrechnung verbindet. Auf diesen Ansatz aufbauend
wenden wir uns nun der Volumenberechnung zu.

1.2. Volumenberechnung.

Wie bei den Fliachen werden wir uns auch bei den Korpern auf verhdltnisméflig spezielle
Korperformen beschrinken — den sogenannten Rotationskorpern. Diese denken wir uns
erzeugt durch die Rotation des Graphen einer nicht-negativen Funktion

fla,b] > R
z—=y = f(z)

um die z-Achse, siche Abbildung 5. Man nennt die Funktion, bzw. ihren Graphen, dann
auch die Erzeugende des Rotationskorpers.

Definition 1.8. Das Volumen des Rotationskérpers mit erzeugender Funktion f :

[a,b] — R bezeichnen wir mit V¢(a,b).

Die Idee zur Bestimmung von V¢(a,b) leihen wir uns von der Flachenberechnung:
Wir nutzen einfachere geometrische Objekte zur Naherung des gesuchten Wertes und
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ABBILDUNG 5. Ein Rotationskorper

»optimieren®“ diesen durch einen Grenzprozess. Die geometrischen Objekte sind hier
Zylinder. Wir wihlen eine Zerlegung Z(xo, ..., z,) des Intervalls [a, b] und lassen die
gemifl des Verfahrens des vorherigen Abschnitts entstehenden Rechtecke um die x-Achse
rotieren, siehe Abbildung 6. Dann bestimmen wir ihr Volumen und nutzen die Summe
aller Zylindervolumina als Niherungswert fiir das Volumen des Rotationskorpers.

P /%,\\\\\\\\\\’»\\}\\\\\\

D %//”//\ NHunk \
"y /////////,,\\ Nk \\\\\\\:
\\\\\\\\\ AT

ABBILDUNG 6. Anndherung durch Zylinder

Analog zu den Flidchen erhalten wir
Vi(a,b) = Vi(a,b) +...V¢(a,b)
~m(f(21))? (@1 —20) + ...+ 7(f(2n))* (@0 — Tn-1)
~ W(f($1))2A.’131 +...+ (f(xn))QAxn)
I~ ﬂi fz(l'l)AZ'z

=1
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Es fillt auf, dass dieser Ausdruck fast so aussieht wie der entsprechende Term bei
der Flichenberechnung. Bevor wir dieses aber vertiefen, wollen wir den nun noch
durchzufiihrenden Grenzprozess zur Berechnung des Volumens wieder an einem Beispiel

deutlich machen. Wir wéhlen hier zur Illustration ein uns schon bekanntes Beispiel,
2

némlich die Halbkugel mit Radius r, deren Volumen §7r7“3 ist.
Beispiel 1.9. Zur Berechnung der Halbkugel wihlen wir die Funktion
fla) = Vi —a?

auf dem Intervall [0, 7] und dazu eine dquidistante Zerlegung der Linge n:

2 —1
Z@fﬂywmﬁﬁ.
n

n n

o . . . o .
Damit gilt dann z; = — fiir 0 < i < n sowie Ax; = x; —x;_1 = — fur 1 <i <n und
n

Pag) = (Jr2— 2 = s = (H)Q 2 <1_ nz) |

Fiir den Néherungswert gilt dann

n n )
Vm((),r) ~ TI‘ZfQ(l‘l)ACL',L =T 7“2 (1 - 22> %

i=1 =0

~ mr’ <1§:1—1§:i2>
"iso " i=0

somit

X
3
=
w
A/
—
|
=
3
|
=
o
=
|
=
~

(2,11
- 3 2n 6n2/) "

1
Wir machen wieder den Grenzprozess n — oo, nutzen lim — = 0 und erhalten als Wert
n—oo N

das Volumen der Halbkugel, ndmlich wie erwartet

2
Vm((),r) = §7T’l“3 .

Wir haben in diesem Beispiel also wieder den Grenzwert der Summe iiber die Zerlegungen
berechnet. Nur wurden diesmal nicht die Funktionswerte der Funktion f(z) summiert,
sondern die Funktionswerte der Funktion f2(z). Somit liefert der Flichensatz (1.6)
direkt die folgenden Aussage.

Satz 1.10 (Volumensatz). Sei f : [a,b] = R eine nicht-negative Funktion. Dann gilt
fiir das Volumen Vy(a,b) des Kérpers, der bei der Rotation des Graphen von f um die
x-Achse entsteht

b
Ve(a,b) = mAs(a,b) = 7r/ P(a)da
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Ist §: [a,b] — R eine Stammfunktion von f2, also §'(z) = f?(z), so gilt
Vi(a,b) = m(g(b) — g(a)) .
Beispiel 1.11. Fiir das Volumen der Halbkugel brauchten wir also ,nur* das Quadrat

der Funktion f(z) = V72 —22, also f%(z) = r?> — 22, in den Grenzen von 0 bis

1
r zu integrieren. Wie man durch Ableiten sofort sieht, ist g(x) = r?z — gx?’ eine

Stammfunktion zu f2(x). Mit dem zweiten Teil des Volumensatzes gilt
- N 1 2
V. r—=(0,7) = 7r(g(7“) — g(O)) = 7r<r27“ - 57“3 — 0) = gwr?’
und das ist abermals der bekannte Wert.

2. DiIE KEPLERSCHE FASSREGEL

Das Verfahren, mit dem zu Anfang des siebzehnten Jahrhunderts die Volumina von
Fassern bestimmt wurden, ist das Messverfahren mittels Visierrute. Die Visierrute ist
ein Stab mit einer Skala, auf der die entsprechenden Volumeneinheiten markiert sind.
Dieser Stab wird durch das in der Mitte einer Fassdaube befindliche Spundloch schrég
nach unten bis zum Anschlag an der gegeniiberliegenden Daube eingefiihrt. An der
Markierung wird nun der Inhalt des Fasses abgelesen, siehe Abbildung 7.

Visierrute

Spundloch

ABBILDUNG 7. Messen mittels Visierrute

Bei diesem Messverfahren wird die Geometrie des Fasses nicht berticksichtigt. Genau
dieser Umstand war es, der Kepler zu einer mathematischen Analyse veranlasste. Dass



DIE KEPLERSCHE FASSREGEL UND NUMERISCHE QUADRATURVERFAHREN 12

die fehlende Beriichsichtigung der Fassformen zu Ungenauigkeiten in der Volumen-
bestimmung fiithrt, zeigt die Abbildung 8. Wie wir in der Tabelle 5 ausrechnen, ist
das Volumen des rechten Fasses (h = 4.2,7 = 1.0, R = 2.4) grofer als das des linken
(h =4.2,7 = 1.6, R = 1.8). Man beachte, dass die Visierlinge d bei beiden Fissern die
Gleiche ist, denn es gilt die Gleichung

2

h
&=+ (R+7)"

ABBILDUNG &. Verschiedene Fassformen

In diesem Abschnitt werden wir die Idee Keplers zur Herleitung ,seiner” Formel zur
Bestimmung von Fassvolumina — die Keplersche Fassregel — erldutern und wir werden
diese Herleitung nachvollziehen. Dann werden wir ihre Genauigkeit itiberpriifen, indem
wir anhand verschiedener Fassformen deren exaktes Volumen, das wir geméfl des vorigen
Abschnitts berechnen kénnen, mit den Werten der Keplerschen Néherung vergleichen
werden.

Die Idee Keplers ist es, das Fass durch zwei Kegelstiimpfe zu ersetzen, die langs der
gemeinsamen Grundfliche zusammengesetzt werden, siehe Abbildung 9. Das Volumen
eines Kegelstumpfes mit oberem Radius r, unterem Radius R und Héhe h ist

s hr T hr T R —r3 7
=—R2(h )——2 = —h = —h(R?+ Rr + r?
Vis =gt m ) m 3 R s Ry — gt R,
und damit ergibt sich das Fassvolumen des Fasses mit duflerem Radius r, innerem
Radius R und Hohe h ndherungsweise zu

2

VFass ~ 2VKS = ?ﬂ-h(Rz + Rr + 7’2) .

Der Wert auf der rechten Seite ist geméafl Konstruktion kleiner als das gesuchte. Deshalb
vergroBern wir diesen Wert, indem wir das Produkt rR durch das groflere Produkt
R? ersetzen. Das verkleinert in der Regel den Fehler, den man bei der Niherung des
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ABBILDUNG 9. Anndherung durch Kegelstiimpfe

(bauchigen) Fasses durch die Kegelstiimpfe macht. Wir bekommen also als Ndherung
fiir das Fassvolumen die

Keplersche Fassregel 2.1.

Vhass & %ﬂh(2R2 +77).

Betrachten wir das Fass als Rotationkdrper mit erzeugender Funktion f : [a,b] — R, so
ist f(a) =r = f(b) und f(#) = R sowie b — a = h. In seinem Buch Neue Stereometrie
der Fisser [7, S. 46] wihlte Kepler als Erzeugende des Fasses Teile von Kegelschnitten.
Dieser Begriff umfasst Kreise, Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln, sieche Abbildung 10.
Er wahlte dabei speziell Hyperbeln, da diese zum Rand des Fasses am schnellsten

Kreis Ellipse Parabel Hyperbel

ABBILDUNG 10. Kegelschnitte

abflachen, und somit die Fassringe gut befestigt werden konnen, siehe [7, S 46]. Diese
Form entspricht jedoch nicht nicht einem realistischen Fass. Bei diesen werden die
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einzelnen Daubenbretter konisch geschnitten und dann mit Hilfe der Ringeisen in Form
gezwungen. Bei der industriellen Fertigung werden alle fiir das Fass beno6tigten Dauben
gemeinsam mit Hilfe einer sogenannten Glockenpresse zu einem Fass gebogen. Dabei
entsteht ein allgemeiner Biegekorper statt eines Kegelschnitts. Fiir mehr Details zum
Biegen von Holz und zur praktischen Fassherstellung siehe [5].

Nehmen wir an, dass sich die Daube wie ein ideales Biegeteil verhalt, und das Biegen
geschieht, indem man die Mitte der Daube fixiert und die beiden Enden mit einer
konstanten Kraft senkrecht zur Materialachse versieht. Dann verhélt sich die Kriimmung
der Kurve, der das Biegeteil folgt, idealerweise umgekehrt proportional zum Abstand
vom Kraftansatzpunkt, siehe z.B. [3, S. 122]. Die Kurve mit dieser Eigenschaft heifit
Klothoide. Beide Hilften der Daube verhalten sich somit wie Teile einer solchen Klothoide
— jeweils der rote und blaue Kurventeil in Abbildung 11. Das Fass erhélt man dann nach
Rotation um die schwarze Achse wobei die Radien jeweils in Griin eingefiigt sind.

0.2

ABBILDUNG 11. Fassdauben als Klothoidenabschnitte

Da Holz in der Regel nicht die Eigenschaft eines idealen Biegeteils besitzt, sondern
sich die Zugspannungen wesentlich stédrker auswirken als die Schubspannungen, benutzt
man zum Biegen Zugbédnder. Das verschiebt die neutrale Faser im Material in Richtung
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des Bandes, so dass Zugspannungen nicht so starke Auswirkungen auf die Verformung
haben, und somit ein frithes Reiflen des Holzes vermieden werden kann.

Um die Genauigkeit der Keplerschen Fassregel zu iiberpriifen, betrachten wir einige
Fassformen, bei denen die Zugbénder Teile von Ellipsen und Kreisen sind.

Dazu betrachten zunéchst ein sehr spezielles Fass. Es entsteht aus einem Ellipsoiden,
an dem man oben und unten senkrecht zur Symmetrieachse jeweils einen Schnitt durch-
gefiihrt hat, siehe Abbildung 12. Das heifit, die Erzeugende ist der obere Ellipsenbogen.

T

—14

ABBILDUNG 12. Fassdauben als Ellipsenabschnitte

Die Gleichung einer Ellipse mit Mittelpunkt (0,0) und den Halbachsen o und S hat
stets die Gestalt

Die Funktion dessen Graph den oberen Teil der Ellipse beschreibt, erhilt man durch
Auflésen der obigen Gleichung nach y und Nutzen des positiven Vorzeichens

f(x):awl—;z.

Die Funktion ist dann auf dem dem Intervall [ — %, %] definiert. Die Halbachsen o und
B sind von den Maflen des Fasses abhéingig und berechnen sich in unserem Fall aus den

Bedingungen f(%) =r und f(0) = R. Das bedeutet

f0)=a=R,
h h?
f(§):04 1 W_T
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Die erste Gleichung liefert sofort a = R und die zweite liefert damit
2
R%h? 1 R? — 2 R? h
R? =7 oder —5 = —5—— oder f*=——— (=] .
432 b

Somit gilt fiir die Erzeugende

Das exakte Volumen des so entstandenen Fasses bestimmen wir nun mit Hilfe von Satz
1.10. Wir miissen also den Wert

b 2 .2
:71'/2 (RQ—Rth2>d:c
-4 (57

berechnen. Wie man durch Ableiten erkennt ist g(z) mit
1R? —r? 4
U
2
eine Stamfunktion zu f2(z), so dass sich wegen des zweiten Teils von Satz 1.10 das
Volumen des Fasses zu

g(r) = R*x —

Ve = 7 (3(5) ~ 8(-3) ) = 2033

e )

=37 2R2+r)

ergibt. Wie man also sieht, ist die Keplersche Fassregel fiir diese Fassform exakt.

Als weiteres Beispiel nehmen wir an, dass Dauben mithilfe eines Zugbandes in Form
von Kreisabschnitten hergestellt wurden, zur Erlduterung siche Abbildung 13.

Die Kreisgleichung eines Kreises mit Mittelpunkt (m,n) und Radius p ist
(x —m)? + (y —n)* = p°.

Wie aus der Abbildung 13 ersichtlich ist, hat unser Kreis den Mittelpunkt (m = 0,n =
—(p — R)) und unsere Kreisgleichung wird zu

2+ (y+ (p—R)* ="
Losen wir das nach y auf und nutzen das positive Vorzeichen, also

(y+(p—R))>=p* —a” oder y+(p—R)=+/p?—a?,
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>

ABBILDUNG 13. Fassdauben als Kreisabschnitte

so erhalten wir die Erzeugende des Fasses

flx)=+vp*—22—(p—R).

Aus der Bedingung f (%) = r bekommen wir

Ve () - e-m=s

und somit den fehlenden Radius

Um die Formeln nicht allzu uniibersichtlich werden zu lassen, werden wir diesen Wert
nicht mehr in f einsetzen, sondern werden die Abkiirzung p beibehalten. Da wir zur
Bestimmung des Volumens des Fasses geméfl Satz 1.10 das Quadrat von f(z) bendtigen
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berechnen wir das zuerst:

Py = (VP (p-R)
=p*—a> = 2(p— R)Vp* — 2>+ (p - R)?
= (7 + (o~ RF) =4 ~2o— BIVP =

Wie man durch Ableiten nachpriift ist
1
= - 123~ - ) (T o (2))

eine Stammfunktion zu f2(z) = (p*+ (p— R)?) — x> —2(p— R)+/p? — x%. Damit kénnen
wir nach Satz 1.10 rechnen:

. (R—r)24(2

Diesem Ausdruck sieht man nun nicht mehr direkt an, ob die Keplersche Fassregel
hier eine gute Néherung ist. Um das zu iiberpriifen, werden wir exemplarisch fiir
einige Fassmafle (h,r, R) den obigen exakten Wert Vp,ss mit dem Wert der Néherung

VKepler = %Wh(2R2 + 7“2) vergleichen, siehe Tabelle 5.

Anhand dieser Werte sehen wir, dass die Anwendung der Keplerschen Fassregel als
Naherungsformel zur Berechnung von Fassvolumen zumindest nicht unbegriindet ist.

3. INTERPOLATION UND INTERPOLATIONSQUADRATUR

Wie sind wir bei der Herleitung der Keplerschen Fassregel vorgegangen?

Wir haben einen krummen Rand — den Fassrand — durch einen neuen einfacheren ersetzt
— Kegelstiimpfe — und dann das einfacherer Volumen berechnet. Da dieses Volumen
kleiner ist als das eigentlich gesuchte, haben wir den zu kleinen Wert noch nach oben
abgeschétzt. Das Ergebnis war die Keplersche Fassregel 2.1.

Das Volumen eines Fasses mit Hohe h, Innenradius R und Auflenradius r ist ndherungs-
weise gegeben durch

h
Vrass (b, R, 7) ~ 7r§(2R2 +77%). (2)
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h r R P | VFass | VKepler
4.20 | 1.60 | 1.80 | 11.13 | 40 40
4.20 | 1.00 | 2.40 | 2.28 55 59
4.80 |2.40|3.60 | 7.27 | 160 159
4.00 | 3.00 | 4.00 | 2.50 | 173 172
5.60 | 2.00 | 4.00 | 2.96 | 207 211
6.40 | 3.00 | 3.60 | 8.83 | 233 234
8.00 | 2.00 | 4.00 | 5.00 | 298 302
9.60 | 2.00|4.00 | 6.76 | 354 362
12.00 | 4.00 | 8.00 | 6.50 | 1835 | 1810
20.00 | 6.00 | 9.00 | 18.17 | 4106 | 4147

TABELLE 5. Vergleichswerte Vpass und Viepler

Wir haben gesehen, dass die Formel exakt ist fiir Fasser, die als ,,gekappte Ellipsoide“ her-
stellt werden. Fiir realistische Fasskonstruktionen, bei denen die Dauben Kreissegmente
sind, war die Ndherung nicht exakt, jedoch sehr gut.

Wir wollen nun das Verfahren der ndhrungsweisen Berechnung von Integralen — insbe-
sondere also zur Bestimmung von Flécheninhalten oder Volumina — genauer beleuchten.

3.1. Interpolationsquadratur.

Nehmen wir an, dass das Fass durch Rotation des Graphen einer Funktion f(x) auf

dem Intervall [— %, %] um die z-Achse erzeugt wird. Bei uns lief dieser Graph dann
durch die Punkte (—%, r), (0, R), und (—%, r). Das Volumen erhielten wir dann, indem

wir die Fliiche unter dem Graphen zu f?(x) mit 7 multipliziert haben.

Wie wir gleich sehen werden, haben wir zum Erhalt der Keplerschen Fassregel eigentlich
das Folgende gemacht:

Wir haben den Graphen von f2(z), der durch die Punkte (—%, r2), (0, R2), und (—%, TQ)
verlduft durch den Graphen des eindeutigen(!) quadratischen Polynoms durch eben diese
Punkte ersetzt. Die Berechnung des Inhalts der Fliche unter dessen Graphen liefert
dann die Keplersche Fassregel.

Das quadratische Polynom durch die drei Punkte (—%,TQ), (0, R2) und (—%,TQ) ist
durch

4
p(z) = ﬁ(rz — RY2* + R?
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gegeben. Eine Stammfunbktion von p ist ¢(z) = ;%(TQ — R?)2? 4+ R%z und der Flichen-
inhalt unter dem Graphen von p ist damit

h h
2 _ |4 2 2 _hiopa 2
/gp(w)dm-[gm(r — R*2® + R*x —§(2R + )

NI

und stimmt mit (2) iiberein.

Verallgemeinerung: Wir schauen uns die obige Situation nun etwas allgemeiner an.
Es sei dazu f : [a,b] — R eine' Funktion und a = 29 < x1 < 29 = b eine Zerlegung
von [a,b] der Lange zwei. Es seien weiter f(xo) = yo, f(z1) = y1 und f(z2) = y2 die
Funktionswerte an den Stellen dieser Zerlegung. Dann ist das eindeutige quadratische
Polynom durch die Punkte (zo, o), (x1,y1) und (z2,y2) durch

(r —x1)(x — z2) (x — x0)(x — x2) (z — xo)(x — 1) 3)
(w0 — x1)(zo — 72) ' (21— wo) (w1 — @) | (w2 — o) (2 — 1)
gegeben. Wihlt man die Zerlegung dquidistant, also 1 — x9 = x9 — 1 =: h oder
x; = xo9 + ih, so wird das Polynom zu

p(z) = %(QO(SU —x0 — h) (7 — 20 — 2h) — 2y1(x — o) (7 — 0 — 2h)

p(x) =yo

+ yo(x — 20) (7 — 20 — h))

1
= o2 ((z = 20)*(yo — 2y1 + y2) — h(z — 20)(3yo — 4y1 + y2) + 2h%yp) .

Integriert man das nun von xg bis x5 so liefert das

zo+2h
/ p(x)dx
To
1 [yo —2y1 + Y2 3 h(3yo —4y1 +y2) 2 2 Tok2h
- —(x—xo) — (x—mo) + 2h*ypx
2h? 3 2 z0
1 + 2y1 + h(3yo + 4y1 +
= (@/0 ??jl Y2 (2h)3 _ (3yo 2y1 y2) (2h)2 n 4h3y0>

h
= g(yo +4y1 +2) .

In dieser allgemeineren Form nennt man die Keplersche Fassregel auch die

Simpsonregel:

h
/f ~ —(yo + 4y1 + y2)

OJ

mit yo = f(a), y1 = f(*F2) und yo = f(b) sowie h = L3¢,

1 Wir beschriinken uns nun nicht mehr auf nicht-negative Funktionen.
iii

Siehe auch Bemerkung 3.3.
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Das Verfahren lisst sich verfeinern, indem man das Intervall [a, b] in 2k-Aquidistante
Teilstiicke a = 29 < 1 < ... < Top_1 < Top = b mit 2; = zo + th und h = =2 zerlegt.
Dann wendet man jeweils fiir ¢ = 0,...,k — 1 auf z9; < T9;41 < X242 die Simpsonregel
an und summiert die Ergebnisse. Es ergibt sich dann mit y; := f(z;) die

Summierte Simpsonregel:

/ [z (yo +4y1 + 2y2 + 4ys + 2ys + . .. + 2y2n—2 + dYor—1 + Yor)

Statt wie bei der Simpsonregel den Funktionsgraphen nach Festlegung von drei Punkten
durch eine Parabel zu ersetzen, kann man ihn auch einfacher durch die Festlegung zweier
Punkte durch eine Gerade ersetzen.

In diesem Fall ist die Ndherungsformel fiir das Integral natiirlich sehr viel leichter
zu bestimmen, da man nur die Fliche eines Parallelogramms zu berechnen hat. Ist
f :]a,b] = R die Funktion, dann lautet die Zerlegung in diesem Fall a = xo < 1 = b
und wir erhalten mit yo = f(a), y1 = f(b) und h = b — a die

Sehnentrapezregel:

Auch hier 148t sich direkt eine summierte Variante angeben. Dazu sei a = x¢ < 1 <

. < Tp—1 < xp = b eine dquidistante Zerlegung, also z; = x¢ + th mit h = b_Ta.
Wir ersetzen nun fiir ¢ = 0,...,n — 1 den Graph iiber x; < x;41 durch eine Gerade,
berechnen gemifl der Sehnentrapezregel und summieren alle Teile auf. Wir erhalten

dann mit y; = f(z;) die

Summierte Sehnentrapezregel:

/f (o+2y1+2y2+ 4 2Yn—1+ Yn)

Genauso, wie wir das fiir zwei (Sehnentrapezregel) bzw drei Stiitzstellen (Simpsonregel)
gemacht haben, kénnen wir den Graphen von f iiber vier Stiitzstellen durch ein Polynom
dritten Grades ersetzen und die gleiche Prozedur durchfithren. Auch hier gibt es eine
summierte Version, die dann aber eine durch drei teilbare Anzahl an Stiitzstellen
bendétigt. Mit den tiblichen Bezeichnungen erhaltenen wir so die

Newtonsche 3/8-Regel:

/ [l (yo + 3y1 + 3y2 + y3)
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sowie die

Summierte Newtonsche 3/8-Regel:

b
3h
/ f(z)dr ~ g(yo +3y1 4+ 3y2 + 2y3 +3ya ... + 3ysp—1 + Ysk)
a

Die oben gewonnenen Rechenregeln fiir die Ndherungswerte der Integrale fassen wir auch
unter dem Begriff (summierte) Quadraturformeln zusammen. Wie sich die summierten
Quadraturformeln verbessern, wenn man die Anzahl der Stiitzstellen erhoht, dass zeigt
Tabelle 6. Dabei bedeutet R, (f) den Fehler, den man macht, wenn man das Integral
durch die rechte Seite der obigen Formeln ersetzt, also

R (f) =

Die rechte Spalte gibt an, zu welcher Potenz von n der Fehler proportional ist, nicht
den genauen Fehler. Erhcht man n, so geben also die Simpsonregel und die Newtonsche

b
/ f(z)dzr — (Quadraturformel mit n Stiitzstellen)

Rn(f)

1

Sehnentrapezregel —
n
1

Simpsonregel —
n
1

Newtonsche 3/8-Regel | —
n.

TABELLE 6

3/8-Regel schneller einen guten Néherungswert fiir das Integral als die Sehnentrapez-
regel. Allerdings liefert das Ersetzen des Graphen von f(z) durch kubische Polynome
keine Verbesserung gegeniiber dem Ersetzen durch Parabeln, denn beide Fehler sind

proportional zu # .

Bemerkung 3.1. Als Maf fiir die Giite einer Quadraturformel, kann man {iberpriifen
fiir welche Funktionen f(z) die Formel den exakten Wert liefert. Man sagt dann auch
f(x) wird exakt integriert. Eine Zahl, die sich gut vergleichen 148t, ist der maximale Grad
eines Polynoms, dass sich mit der jeweiligen Quadraturformel noch exakt integrieren
lasst. Da die Sehnentrapezregel, die Simpsonregel bzw. die Newtonsche 3/8-Regel mit
Hilfe von Polynomen der Ordnung eins, zwei bzw. drei konstruiert wurden, lassen sich
diese auch exakt integrieren. Bei der Sehnentrapezregel und der Newtonschen 3/8-Regel
148t sich dieser Grad, also eins bzw. drei, nicht verbessern. Der folgende Satz zeigt, dass
im Gegensatz dazu die Simpsonregel besser ist.

Satz 3.2. Die Simpsonregel, also die Quadratur mit Hilfe von quadratischen Polynomen
bei Stiitzstellenverteilung (a, GTH), b), integriert Polynome bis zum Grad 3 exakt.
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Der Beweis lift sich leicht durch Einsetzen von f(x) = z? fiihren.

Wir werden auf diese Eigenschaft der Simpsonregel spéter zuriickkommen, siehe Ab-
schnitt 4.

3.2. Lagrange Interpolationspolynome.

Die Konstruktion des eindeutigen quadratischen Polynoms in (3) wollen wir nun ein
wenig verallgemeinern. Die Ausgangssituation dafiir ist die Folgende: Gegeben sind n+ 1
Punkte in der Ebene (x0,%0), (z1,y1), ..., (Tn,Yn) mit x; # x; fur alled,j =1,...,n.
Gesucht ist ein Polynom p(z) vom Grad hochstens n, dass an den Stellen z; den Wert
y; annimmt, also p(z;) = y; (d.h. der Graph von p(z) lduft durch die n + 1 Punkte).

Bemerkung 3.3. Das Interpolationspolynom ist eindeutig, denn angenommen es gébe
ein weiteres solches Polynom, dann hitte die Differenz aus beiden n + 1 Nullstellen, und
ist als Polynom vom Grad hoéchstens n das Nullpolynom.

Definition/Bemerkung 3.4 (Lagrange-Interpolationspolynom). Gegeben seien n + 1
reelle Zahlen zg < 21 < ... < x,_1 < x,. Die Funktion

n

Li(z):= H R

l‘i—fﬂj
j=0
J#i
T — X0 r — T r— Tp-1 r — Tp (4)
Ty —To Tj— X1 Ti —Tp—-1 Tj— Tn

/l\
der i-te Faktor fehlt

ist ein Polynom vom Grad n und erfiillt

1 fallsk =1
Li(zg) = {

0 fallsk #i
Dieses Polynom heifit i-tes Lagrange-Polynom zu den Stiitzstellen xg, ..., T,.
Zu den Werten zg < ... < x, seien nun noch Werte vy, ..., yn gegeben. Dann ist das
Polynom

p(x) = yiLi(x)
i=0

vom Grad n und erfiillt p(zx) = yg fiir 0 < k& < n. p(x) heiit das Lagrange-Interpolationspolynom
durch die Punkte (z;,v;).

Die Definition kann man jetzt benutzen, um Interpolationsquadraturen héherer Ordnung
herzuleiten. Das ist jetzt aber nicht unser Ziel. Wir wollen im néchsten Abschnitt
stattdessen Quadraturverfahren entwickeln, die die Giite der Interpolation im Sinne der
Bemerkung 3.1 verbessern.
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4. GAUSSSCHE QUADRATURFORMELN

4.1. Legendre-Polynome.

Wir werden zunéchst eine Folge von Polynomen definieren, die fiir sich schon bemerkens-
werte Eigenschaften hat, siehe Satz 4.2. Wir werden dann sehen, dass diese Polynome
bei der Diskussion von Quadraturverfahren eine entscheidende Rolle spielen.

Definition/Bemerkung 4.1 (Legendre-Polynome). Fiir alle n € N ist die Funktion
1 dar 2

Po(a) = g (2 = 1)") (5)

ein Polynom n-ten Grades, denn (22 — 1)" ist ein Polynom 2n-ten Grades und dessen

n-te Ableitung also eines vom Grad n. P, (x) heifit Legendre-Polynom n-ter Ordnung,

(2n)! .
()2’ denn (z2—1)" =

n

siehe Abbildung 14 fiir kleine n. Der Leitkoeffizient von P, ist
d"z®  (2n)!

dz™ nl

22" + g(x) mit ¢ vom Grad kleiner als 2n und

=

"1 Py(t)

ABBILDUNG 14. Legendre Polynome 0 < n <5

Satz 4.2 (Eigenschaften der Legendre-Polynome). 1. Fir kleine n lauten die Legendre-
Polynome Py(z) =1, Pi(z) = z, P2(z) = 3z — 5, P3(2) = 323 — 3u etc.

2. Pyi(x) ist eine gerade Funktion und Pogyq(x) ist eine ungerade Funktion. Au-
Berdem gilt Pp(1) = 1.
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3. Da die Polynome Py(x), ..., Py(x) alle unterschiedlichen Grad haben, sind sie
linear unabhdngig. Damit lafst sich insbesondere jedes Polynom p(x) vom Grad
n als Linearkombination der Polynome Py(x), ..., P,(x) darstellen. Das heifst,

n
es gibt reelle Zahlen ag, . . ., an, so dass p(x) = ZakPk(x).
k=0

1
4. / 2* P, (x)dx = 0 fir alle k < n.
-1

1 0 falls m #n

aus Punkt 3. gemdf aj, = 22 filp(x)Pk(x)dx berechnen.

6. Die Polynome Py(x) lassen sich mit Hilfe des Gram-Schmidt-Orthogonalisie-
rungsverfahren konstruieren, indem man es auf die Polynome 1,x, x> ... anwen-

det, siehe Satz A.1. Das zu verwendende Skalarprodukt ist dabei

1 2
5=—= fallsm =
5. / Py (z)P,(z)dxr = {Q"H Jalls m " Damit lassen sich die Koeffizienten

Man nennt diese Polynome deshalb auch Orthogonalpolynome.
7. P,(z) hat genau n einfache Nullstellen im Intervall [—1,1].

Beweise. Punkt 1. rechnet man einfach aus, Punkt 2. folgt direkt aus der Definition
und die Begriindung fiir Punkt 3. steht schon dort.

Punkt 4. zeigt man mit Hilfe partieller integration und der Tatsache, dass die Funktion
dm
((332 - 1)") fiir m < n and den Stellen x = +1 verschwindet. Das gilt wegen

dam
LRSS I ——
m m k m—k
@)
" (m n! n! e nem
:kzzo<k)(n—k)!(n—m+k)!(1_x) AT (6)

und weil in jedem der Summanden wegen der Bedingung m < n ein Faktor (x — 1) und
(x + 1) auftaucht.

Partielle Integration liefert
=0, wegen der Bemerkung nach (6)
1 kdn($2 _ 1)n B kdn_1($2 _ 1)n 1 1 1 dn_1($2 _ 1)n
_ dxn—1 —1 1 daxn—1

1 dz™
. /1 xkfldn_l(xz _ 1)n
-1 dI‘nfl
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1 n—2(,.2 n
d x 1
xk 2#

= (=1)%k(k — 1)/1 g

_ (_1)kk' /1 dnfk(l.Q _ 1)n

—1 dxn—k

So weit klappt die Rechnung fiir alle k < n. Fiir k < n, also n — k > 0, gilt weiter

Das ist der Beweis fiir 4. und somit fiir den unteren Fall von 5.

Der erste Fall von 5. benétigt 4. und die obere Rechnung fiir den Fall £ = n, denn

1 n)! 1 n 172 _1\n
/ Pn(x)Pn(x)d:E:w/ x"ud:z

1 22n(ph)3 J_; dz™
on)!(=1)" !
- (222‘((71!)2) /_1($2 ~ e

1
2)(=1)" (=1)222n(n — 1) [*
_ (2%((”!)2 (-1) 3( ) /1x4($2 1) 2dz

22n(nl)?2 3.5 (2n—1) J_4
o2n)! 2np! 1
2nnl (2n)! )4
1 2n+1:|1
Con+41 [x 1
2

26
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Fiir m = n ist in (6)

d .
(@ =1

= kzn::o (Z)Zn!u —o) M)t

n 2 n—1 n 2
= 10027 10" Fok = onpl
(o) 2 3 () ot =

also P, (1) = 1. Das beweist den zweiten Teil von 2. Der erste Teil von 2. folgt aus der
Tatsache, dass die Ableitung einer geraden Funktion ungerade ist und umgekehrt. Jetzt
ist aber aber (22 — 1)™ fiir alle n stets eine gerade Funktion.

Punkt 6. folgt aus Punkt 5. wegen der Eindeutigkeit der Orthogonalpolynome, zumindest
bis auf Normierung. Zur Herleitung der Rodriguez-Formel (5) aus der Orthogonalitét
siehe auch [9].

Neben Punkt 4. ist Punkt 7. der, der uns spéter besonders interessieren wird. Der Beweis
von 7. ist etwas komplizierter, da hier nicht eine ,einfache“ Rechnung das Resultat
liefert. Trotzdem wollen wir den Beweis hier durchfiihren.

Es seien 1, ..., Ty, die Nullstellen des Polynoms P, (z) (dabei diirfen auch welche
iibereinstimmen und sie miissen nicht alle reell sein!). Dann gilt bis auf einen Vorfaktor

1
P (z) = (x — zp1)(x — zp2) ... (T — Xy ) und wegen / P, (z)Py(x)dxr = 0 schliefilich
-1

1
/ (x—zpn1) ... (x—2pn)dr = 0. Wegen der letzten Identitdt gibt es also mindestens eine
~1

reelle Nullstelle mit Vorzeichenwechsel in dem Intervall [—1, 1], also mit ungeradzahliger

Vielfachheit. Es sei nun {zn,, ..., Tn } C {Zn1,. .., Znn} die Menge aller Nullstellen
mit Vorzeichenwechsel in [—1, 1], wobei jedoch mehrfache Nullstellen nur einmal gezihlt
werden. Dann ist £ < n und das Polynom ¢(z) := (& — Zpy, ) (T — Tnsy) - .- (T — Tpy, ) ist
genau vom Grad k. Das Polynom ¢(z)P,(z) hat nur Nullstellen ohne Vorzeichenwechsel,
es gilt also q(z)P,(x) > 0 (oder < 0). Damit ist dann aber auch fil q(z)Py(x)dx # 0
was einen Widerspruch zu Punkt 4. liefert, wenn nicht schon der Grad von ¢ gleich n
war. In diesem Fall ist dann {@y,,, ..., Zny, } = {Zn1,. .., Zpn} und alle Nullstellen von
P, (z) sind reell, liegen in [—1,1] und sind einfach.

4.2. Gauflsche Quadraturformeln.

b n
Alle Quadraturformeln aus Kapitel 3 haben die Form / f(z)dr = Zwk f(zk), wobei

k=0
die zj die dquidistanten Stiitzstellen waren und die Gewichte wy jeweils bestimmt

wurden. Wir haben gesehen, dass die verschiedenen Formeln fiir Polynome bis zu einem
gewissen Grad exakt waren. So war zum Beispiel die Simpsonregel fiir Polynome bis zu
einem Grad von drei exakt.

Wir beschrianken uns zunichst auf das Intervall mit ¢ = —1 und b = 1 und variieren
den Ansatz fiir die Quadraturformel dahingehend, dass nicht nur die Gewichte als zu
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bestimmen angesehen werden, sondern auch die Stiitzstellen, also:
1 n
IRCEE Y 7)
- k=0

mit noch zu bestimmenden Stiitzstellen m(()n), . ,x%n) und Gewichten w(()n), . ,w,(f).

Insgesamt haben wir so 2(n + 1) Parameter zur Verfiigung, die angepafit werden koénnen.
Ein Polynom vom Grad m hat m + 1 Koeflizienten, so dass wir erwarten kénnen, dass
die obere Schranke der exakt zu integrierenden Polynome durch m + 1 < 2(n + 1) oder
m < 2n + 1 gegeben ist. Wir verfolgen nun genau diese Idee und fordern, dass alle
Polynome vom Grad 2n + 1 exakt integriert werden.

Sei nun p(z) ein Polynom vom Grad hochstens 2n+1. Die Exaktheit der Quadraturformel

liefert dann
n

1
/1p(:c)dx = Zw,gn)p(x,in)) .
k=0

Es seien nun Ly (x) die Lagrange Polynome zu den noch nicht bekannten Stiitzstellen
a:,(gn) fir Kk =0,...,n und es sei ferner

p*(2) =3 p(a”) Li(z).
k=0

das Lagrange Interpolationspolynom zu den Punkten (x,g"),p(x,g"))). Dann hat das

Polynom p(z) — p*(x) Nullstellen an den Stiitzstellen x[()"), e 2™ und ist vom Grad

hochstens 2n + 1. Es 148t sich deshalb schreiben als

ple) —p* (@) = (2 =2t . (@ —2V)q(x)
mit einem Polynom ¢(z) vom Grad hochstens (2n + 1) — (n + 1) = n. Damit gilt

n 1
S wPp(a) = / pla)de
k=0 -1
1 (8)

= kznjo (/11 Lk(w)dx)p(xlg”)) + / (x — xgn)) (- a:%”))q(a:)dx.

-1

Formel (8) soll nun fiir alle Polynome p(z) wahr sein, also insbesondere auch fiir
diejenigen, die in den Stiitzstellen verschwinden. Dafiir liefert (8) die folgende Bedingung
fiir die Polynome ¢(z) vom Grad kleiner oder gleich n:

1
= / (z — xgn)) (= 2M)g(z)d . (9)

Erinnern wir uns nun an die Eigenschaft 4. der Legendre-Polynome, so sehen wir, dass
(9) fiir die folgende Wahl der Stiitzstellen erfiillt ist:

Die Wahl der Stiitzstellen 3:](6"): Es sei Pyy1(z) das (n + 1)-te Legendre-Polynom.
Wir wahlen als Stiitzstellen die n + 1 Nullstellen —1 < :cén) < asgn) <... < 3:%") <1,
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sieche auch Punkt 7. der Eigenschaften der Legendrepolynome. Diese erfiillen wegen
Eigenschaft 4. aus Satz 4.2 nun (9).

Die Wahl der Gewichte wlg,n): Formel (8) liefert bei der obigen Wahl der Stiitzstellen

n 1
Ly, (x)da:)p(x,(cn)) .

/11 plw)de = Z </1

k=0

Exaktheit der Quadraturformel ist somit fiir die Gewichtswahl

1
W™ = / Li(x)dz (10)

-1

gegeben, wobei die L (z) die Lagrangepolynome zu den gegebenen Stiitzstellen sind,
(n) (n)

also zu den Nullstellen xy/, ..., 2y’ von P,i1(x).

Diese Gewichte sind alle positiv, denn es gilt

n 1
wgn) = Zwén) (Lk(:vgn))2 = / Li(x)dz > 0.
k=0 N—— -1

)1 falls k =1
|0 fallsk#4

Dabei gilt der vorletzte Schritt, da fiir das Polynom L%(z) vom Grad 2n < 2n + 1 die
Quadraturformel exakt ist.

Definition 4.3. Die Quadraturformel, die wir durch unsere Wahl der Gewichte und
Stiitzstellen erhalten haben, heifit auch Gauf-Legendre Quadratur.

4.3. Abschlielende Bemerkungen.

e Die Beschriankung auf das Intervall [—1,1] ist keine wirkliche Beschrinkung.

Durch die lineare Transformation ¢t = 2? —1 kénnen wir jedes abgeschlossene
—a
Intervall [a, b] auf das Intervall [—1, 1] transformieren.
e Es gibt Variationen dieser Quadraturformel. Zum Beispiel lasst sich in das zu

berechnende Integral eine nicht-negative Gewichtsfunktion w(x) einbauen, also

fab w(z) f(x)dx. Wir kénnen statt des abgeschlossenen Intervalls [a, b] auch offene
oder unbeschriankte Intervalle zulassen. Das liefert dann andere Orthogonalpoly-
nome und daher andere Stiitzstellen. Tabelle 7 gibt eine Ubersicht iiber einige
iibliche Wahlen fiir Gewichtsfunktionen und Intervalle. Zum weiteren Lesen
empfehlen wir zum Beispiel die Biicher [1, 10] Die Eigenschaften der Legendre-
Polynome aus Satz 4.2, gelten mit leichten Anderungen auch im allgemeineren
Fall. So liegen etwa die Nullstellen stets im betrachteten Intervall.

e Wir kénnen bei der Quadratur einige der Stiitzstellen von vornherein festlegen.
Fixieren wir etwa einen Randpunkt so nennt man das Quadraturverfahren auch
GauB-Radau-Quadratur. Fixieren wir sogar beide Randpunkte des Intervalls,
dann spricht man von Gauf-Lobatto-Quadratur. Diese Festlegungen senken
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Intervall | w(x) Name
[—1,1] 1 Legendre-Polynome
[0, 00) e ” Laguerre-Polynome

(—o00,0) | e

[—1,1] 1 Tschebyscheff-Polynome

Hermite-Polynome

TABELLE 7. Klassische Orthogonalpolynome

jedoch den Maximalgrad der exakt integrierbaren Polynome um eins fiir jede
fixierte Stiitzstelle, siehe [4] oder [2].

Insbesondere erhalten wir die Simpson-Regel, wenn wir die Gauf-Legendre
Quadratur fiir n = 2 durchfiihren und beide Randstellen fixieren. Wir erhalten
dann als Maximalgrad 2n + 1 — 2 = 3, was wir auch in Satz 3.2 gesehen hatten

ANHANG A. DAS ORTHOGONALISIERUNGSVERFAHREN NACH GRAM-SCHMIDT

Das Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt hat das Ziel, in der linearen Hiille
einer vorgegebenen Menge von Vektoren eine Menge von zueinander orthogonalen Vekto-
ren zu finden. Dazu habe man aus der Startmenge schon eine Menge {wy, wa, ..., wy, ...}
linear unabhéngiger Vektoren ausgewéhlt. Wie wir daraus orthogonale Vektoren kon—
struieren, sagt der folgende Satz.

Satz A.1 (Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt). Es sei (V,(,)) ein

Vektorraum mit Skalarprodukt und {wi,wa, ..., wy,...} CV eine linear unabhingige
Teilmenge. Dann wird durch die Vorschrift
1
V1 ‘= — w1
[Jwy |
1 -1 "
Vp 1= =) we—Z(wz,vk)Uk>, t=23,... (11)
k=1
Hwe = (w, Uk)ka
k=1
eine orthonormale Menge {v1,va, ..., Un, ...} konstruiert. Fir alle k > 1 gilt insbesondere
span{wy, we, ..., wi} = span{wy, wo, ..., wy}.

Beweis. Fiir alle j > 1 hat v; die Linge Eins.

Wir zeigen nun, dass fiir alle m die endliche Menge {v1,...,v,,} orthogonal ist. Damit
ist es dann auch die Menge {v1,v2,...,vy,...}. Der Nachweis erfolgt per Induktion iiber
m

Fiir m = 1 ist die Menge {v;} orthogonal.



Als

DIE KEPLERSCHE FASSREGEL UND NUMERISCHE QUADRATURVERFAHREN 31

Induktionsannahme (IA) sei nun {v1,...,vn—1} orthogonal.

Zu zeigen bleibt, dass mit der Induktionsannahme v,, orthogonal zu allen Vektoren aus

{1)1,..

Die

(10]

-, Um—1} ist. Sei dazu ¢ < m. Dann ist

m—1
(Um, ve) = <wm - Z(wm,vk>vk,w>
k=1
m—1
= <1Um,Ug> - <wm,Uk><Uk,Ug>: <’LUm,’Ué> - <wm,w> =0.
k=1

=0 (IA)

Aussage tiber die linearen Hiillen folgt direkt aus der Konstruktion.
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