UBER DIE EIGENSCHAFT (4B)* = BtAT DER
MOORE-PENROSE-INVERSE

FRANK KLINKER

Satz 1. 1. Die Moore-Penrose-Inverse einer Matrix A € R"™*" ist die
Matrix AT € R™*™ die durch die folgenden vier Eigenschaften eindeutig
definiert ist.

(i.1) AAT = (AAH)T
(i.2) ATA=(ATA)T
(ii.1) AATA=A
(i.2) ATAAT = A+
2. Sei A € R™*™, Dann gibt es orthogonale Matrizen U € R™*™ und
V € R™¥" sodass die Matrix ¥ := UT AV eine reelle Diagonalmatrix

mit Diagonalelementen X;; = d;;0;. Fordert man noch o1 > ... > o, fiir
r = min{m, n}, so nennt man die Zerlegung

A=Uzv"
die Singuldrwertzerlegung der Matrix A.

3. Ist A = UXVT die Singulirwertzerlegung der Matrix A mit der Dia-

gonalmatrix ¥;; = d;;04, so besitzt die Moore-Penrose-Inverse die Sin-

. . 5oL filr o 2 0

gulirwertzerlegung AT = VXU mit Y= 177 ir oy 7 .
0 sonst

Aufgabe 2. Es seien B € R™*" und A € R™* mit rg(A) = rg(B) = n
(insbesondere ist n < min{m, k}. In diesem Fall gilt

(BA)" = ATBT.
Aufgabe 3. Es seien B € R™*" und A € R™ ¥, Weiterhin sei mit BTB = 1
oder AAT = 1. In beiden Fillen gilt

(BA)" = ATBT.
Aufgabe 4. Im Allgemeinen gilt (BA)T # AT BT.
Bevor die Losungen der Aufgaben folgen, geben wir noch eine Liste von
hilfreichen Aussagen.
Lemma 5. Es sei A € R™*™ und AT € R™ ™ sei sein Pseudoinverses. Dann
gilt
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(1) Esist (A*)* = A. Wenn A invertierbar ist, so gilt AT = A~

(2) 79(A) = rg(ATA) = rg(ATA) = rg(A") = sp(ATA) = sp(ATA),
wobei sp die Spur bezeichnet.

(3) (AT)* = (AT

(4) Ist A symmetrisch, also A = AT, so ist AT ebenfalls symmetrisch und
es gilt ATA=AAT

(5) (ATA)T = A*(A)*
(6) AT = (ATA)T AT und AT = AT(AAT)*+
(7a) Es ist ist m > n und rg(A) = n genau dann wenn AT = (AT A)~1AT

und ATA = FE,.
(7b) Esist m < n und rg(A) = m genau dann wenn AT = AT(AAT)~! und
AAT = E,,.

Beweis von Lemma 5

Der erste Teil der Aussage (1) folgt aus der Tatsache, dass die Eigenschaften
(i) und (ii) symmetrisch in AT und A sind. Ist A quadratisch und invertierbar
so erfiillt A~! die vier definierenden Eigenschaften (i) und (ii) was den zweiten
Teil liefert.

Zum Beweis der Aussage (2) nutzt man die Singuldrwertzerlegungen von A

und AT, und wir nehmen an, dass rg(A) = r ist. Da U und V invertierbar sind

gilt ebenfalls rg(X) = r und per Definition rg(3) = rg(X). Dann also auch

rg(AT) = rg(2) = r. Weiter ist £ = diag(1,...,1,0...,0) € R™ ™ und
r mal

2% = diag(1,...,1,0...,0) € R™" sowie ATA = VEXVT und AAt =
1
7 ma
USSUT. Damit ist also ebenfalls rg(ATA) = rg(E3X) = r = rg(I%) =
rg(AA™). SchlieBlich ist noch sp(A+A) = sp(AAT) = sp(TX) = 7.
Zum Beweis der Aussage (3) zeigt man, dass die Matrix (AT)T die Eigen-

schaften (i) und (ii) der Pseudoinversen der Matrix AT erfiillt. Damit ist
dann namlich (AT)* = (AF)7.

(i.1): Zu zeigen ist AT(AT)T = (AT (AH)T)T. Es ist

AT(AF)T = (ar )T U E T (AT = (AT (AT

(ii.1) Zu zeigen ist AT(AT)TAT = AT Es ist

AT(ANTAT = (AATA) AT

Die Aussagen (i.2) und (ii.2) beweist man analog.
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Aussage (4) sieht man wie folgt: Ist A = AT so gilt (AT)7 Z (ATY* = AT,
also ist auch A" symmetrisch. Nun ist

(i) fir A

At A (AT AT = AT (AT = AAT.

Zum Beweis der Aussage (5) zeigt man, dass die Matrix A*(AT)* die
Eigenschaften (i) und (ii) der Pseudoinversen von AT A erfiillt.

(i.1): Zu zeigen ist (AT A)(AT(AT)F) = (AT A)(AT(AT)*))T. Einerseits ist

AT(AAT)(ATYT DA AT (44T (ATYE 2 (aat )T ()T DI 4T (a7
= (Ara)T
und andererseits
(ATAAH(ATYH)T 2 a+aan)Ta OB A g gar g DEA g1y
(i) fur A (A+A)T
(ii.1): Zu zeigen (AT A)(AT(AT)T)(ATA) = AT A. Es ist
ATAAT(ATYF AT A DA UT (AAH)T(AT)FATA S (AAT AT (AT AT A
W B A AT A+ A)TA = (AT AATY A
(i) fiir A

ATA.
Auch hier zeigt man (i.2) und (ii.2) analog.

Zum Beweis des ersten Teils der Aussage (6) zeigt man, dass (AT A)* AT die
Eigenschaften (i) und (ii) der Pseudoinversen von A erfiillt.

(i.1): Zu zeigen ist A((ATA)TAT) = (A((ATA)TAT))T. Die Matrix AT A ist
natiirlich symmetrisch und deshalb gilt

(A(ATA)TAT)T = A((ATA)T)TAT £ A(AT A)T AT
(ii.1): Zu zeigen ist A((ATA)TAT)A = A. Es ist

(i) fir A

AATA)TATA 2 44T (AT)TATA (AATYT(AT)TAT A

2 (AANT(ANTATA = AT A(ATTATA
WA AT AT 4 = (AAH)TA D EA 4474
(ii) iir A A

Die Begriindung fiir (i.2) und (ii.2) verlduft analog.

Zur Riickrichtung der Aussage (7a) bemerken wir zunéchst, dass wegen
AT A =1 die Matrix A ein Linksinverses besitzt und somit den vollen Rang
rg(A) = n hat. Ferner wird hier die weitere Voraussetzung nicht benotigt. Fiir
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die Hinrichtung sei nun umgekehrt der Rang von A maximal, also rg(A) = n.
Dann hat AT A ebenfalls den Rang n und ist somit invertierbar und wegen
1. gilt (ATA)~t = (AT A)*. Mit (6) folgt nun weiter AT = (AT A)~tAT und
damit ATA = (ATA)71ATA = 1.

Die Aussage (7b) beweist man analog.
Losung der Aufgabe 2

Wir zeigen, dass die Matrix AT B die Eigenschaften (i) und (ii) der Pseu-
doinversen der Matrix BA erfiillt. Wegen der Bedingung an die Rénge der
Matrizen A und B gilt wegen der Aussage 7. BTB = 1 und AA"T = 1.
(i.1): Zu zeigen ist (BA)(A*BT) = ((BA)(A*B*))T. Es ist aber
(BAA* BHYT = (BBH)T V2 P pp+ — B aat BT,
=1 =1
(ii.1): Zu zeigen ist (BA)(ATBT)(BA) = BA. Es ist jedoch
BAAT"BYBA = BA.
=1 =1

Und auch hier beweist man (i.2) und (ii.2) analog.
Lésung der Aufgabe 3

Wie vorhin zeigen wir, dass die Matrix AT BT die Eigenschaften (i) und
(ii) der Pseudoinversen der Matrix BA erfiillt. Wegen der Voraussetzung
BTB =1 ist

B*Y (BTB)y*BT = BT.
(i.1): Zu zeigen ist (BA)(AT*BT) = (BAATB")T. Es gilt
(BAA*BH)T = (BT (AAH)T BT B'=F" plaat)Tp+ V&4 pag+pt.
(ii.2): Zu zeigen ist (BA)(ATBT)(BA) = BA. Es ist

) fir A

BAAT BB A= BAATA Y BA.

=1

Losung der Aufgabe 4

11

Wéhle A= B = (0 0

> mit A% = A. In diesem Fall gilt (A2)T # (AT)2.

1 1

1 1 1

EsistA(‘{i) = ﬂ(@) undA< ‘/§1> = 0. Somit hat A mit V =
V2 V2 V2

1 (11 L 0\ ;. o a

B\ 1) U=TlwmdX= V2 0 o) die Singulirwertzerlegung

AV =UX
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Damit und mit & = %E gilt

. L/1 1\ /1 0\ 1/1 0| 1
R B> _1 _ g
A _VEU_2<1 —1)(0 0>_2<1 0) 2

Insgesamt ist somit
1 1
(A2)+:A+:§AT7§Z(AT)2:(A+)2.
Bemerkung 6. Die Aufgaben 2-4 zeigen, dass eine Charakterisierung der
Matrizen A, B mit der Eigenschaft (AB)T = BT A" ohne weitere Vorausset-
zung an die Matrizen nicht mdéglich zu sein scheint.



