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1 MENGEN 3

1 Mengen

Definition 1.1 (Menge). Unter einer MENGE verstehen wir eine Zusam-
menfassung von Objekten zu einem Ganzen. Diese Objekte heiflen dann
ELEMENTE der Menge.

Bemerkung 1.2. Mengen lassen sich beschreiben durch ...

e ... Aufzéhlen aller Elemente mit Mengenklammern {...}.
e ... Angabe einer Eigenschaft F, die die Elemente beschreibt:
{z |« hat die Eigenschaft E}
Beispiel 1.3. e Die Menge der NATURLICHEN ZAHLEN:
N :={0,1,2,3,...}.
(Bei uns ist 0 eine natiirliche Zahl).

Fiir alle natiirlichen Zahlen k£ > 0 definieren wir

N2F = {kk+1,k+2,..} ={(|¢{ € Nund ¢ > k}

und wir schreiben Nt := N=2! fiir die natiirlichen Zahlen ohne Null.

Die Menge der GANZEN ZAHLEN:

7 :={..,-2,-1,01,2,...}.

Die Menge der RATIONALEN ZAHLEN als Menge der (gekiirzten) Briiche:

Q= {% ‘ a,b ganze Zahlen und b > 0} .

e Die Menge der REELLEN und KOMPLEXEN ZAHLEN: R und C.
e Die LEERE MENGE, (). Die Menge, die kein Element enthélt.

Notation 1.4. e Ist a ein Element der Menge M, so schreiben wir kurz
a€ M.

e Ist a kein Element der Menge M, so schreiben wir kurz a ¢ M.

Beispiel 1.5. 1€ N, 2 € Z aber —3 ¢ N.
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1 MENGEN 4

Definition 1.6 (Mengenoperationen). Es seien M und N Mengen.

1. Die VEREINIGUNGSMENGE M U N ist die Menge der Elemente, die in
M oder in N enthalten sind.

MUN ={xz|x € M oder x € N}.

2. Die SCHNITTMENGE M N N ist die Menge der Elemente, die in M und
in N enthalten sind.

MNN={z|z€ Mund z € N}.

3. M heifit Teilmenge von IV, wenn alle Elemente die in M enthalten sind
auch in N enthalten sind. Wir schreiben dann M C N oder N D M.

4. Die DIFFERENZMENGE N \ M ist die Menge der Elemente, die in NV
enthalten sind, aber nicht in M.

N\M:={z|z € N und z & M}.

5. Ist M C N so ist das KOMPLEMENT VON M (BEZUGLICH N) wie folgt
definiert:

M¢:={z|x € Nund x & M}.
Bemerkung 1.7. e Es gilt in jedem Fall ) ¢ M C M.

e In 4. muss M keine Teilmenge von N sein. Ist zum Beispiel M NN = (),
soist N\ M =N und M\ N = M.

e Ist aber M C N soist N\ M = M¢und M \ N = {.

o Zwei Mengen M und N sind gleich, wenn die eine jeweils eine Teilmenge
der anderen ist. Also M = N genau dann, wenn M C N und N C M.

Graphisch kann man die Mengenpoperationen gut mit Hilfe von VENN-DIA-
GRAMMEN darstellen :
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1 MENGEN 5

“l oM .}I U N
@M N N @M \'N
Satz 1.8 (Rechenregeln fiir Mengenoperationen). 1. MUN = N UM
und MNN=NNM.
(MUN)UP=MU(NUP)und ( MNN)NP=MnN(NNP).
MU(NNP) = (MUN)N(MUP) und MN(NUP) = (MNN)U(MNP).

(Me)¢ = M.

(M UN)¢=M¢NN¢ und (M N N)®= MU N°.

S T

MNN=(MUN)\((M\N)U(N\M)) und (M\N)U(N\M)=
(MUN)\ (MNN).

Bemerkung 1.9. Fiir drei Mengen A, B und C gilt in der Regel hichstens
eine der Identitéiten

C=A\B oder B=A\C.

Beide gelten genau dann, wenn die folgende spezielle Situation vorliegt :
BuUC = A.

Definition 1.10 (Kartesisches Produkt). 1. Das KARTESISCHE PRODUKT
zweier Mengen M und N wird mit M x N bezeichnet. Es enthélt als
Elemente die geordneten Paare (m,n) mit m € M und n € N.

M x N ={(m,n)|meMundn e N}.

Ist M C G; und N C G so kann man das kartesische Produkt wie
folgt darstellen:
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1 MENGEN 6

Go

N Mx N

M G+

2. Das kartesische Produkt mehrere Mengen My, ..., M} wird analog mit
Hilfe geordneter k-Tupel definiert:

M1><M2X...><Mk
= {(my,ma,...,mg)|m; € M; und mg € Mound ... und my € My}

3. Stimmen die Mengen iiberein so schreiben wir auch M? = M x M,
M3 =M x M x M, usw.

Bemerkung 1.11. e Als Mengen stimmen M x N und N x M nicht
iiberein.

e Als Mengen stimmen (M x N) x P und M x N x P und M x (N x P)
nicht iiberein.

Definition 1.12 (Quantoren). Ist A eine Eigenschaft, die fiir die Elemente
einer Menge M sinnvoll ist, so schreiben wir

e Vr € M : A(z), wenn jedes Element aus M die Eigenschaft A hat — in
Worten: fiir alle x € M gilt A(z).

e dv € M : A(z), wenn es mindestens ein Element aus M gibt, das die
Eigenschaft A hat — in Worten: es gibt ein € M mit A(x).

Beispiel 1.13. Das kartesische Produkt von k& Mengen 143t sich wie folgt
schreiben:

My x...x My ={(mq,...,my)|Vie{l,... .k} :m; € M;}.

fakultat fur FRANK KLINKER
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2 Zahlen

Ein Zahlbereich ist eine “Menge in der man rechnen kann”.

Die géngigsten Zahlbereiche sind:

< Die natiirlichen Zahlen
< Die ganzen Zahlen
< Die rationalen Zahlen

< Die reellen Zahlen

AODEIO>OLODOND Z

< Die komplexen Zahlen (spéter)

Es gibt aber noch viel mehr Zahlbereiche.
“zwischen” @ und R:

o Q[V2]:={a+bv2]a,bec Q}.

e QV2,V3] = (QV2)[V3] = {a + bV3|a,b € Q[vV2]}. Diese Menge
stimmt mit {a + bV2 4 V3 +dvV6|a,b,c,d € Q} iiberein.

o Q[V2]={a+bV2+cV4i|a,b,ce QY.
o Es gilt
Q[V2 cQ[V2, V3 CR und Q[v2,V3NQ[V2=Q.
e Die hier konstruierten “Zwischenzahlbereiche” sind alle in einem ge-
wissen Sinne “endlich”.

e Die Menge I aller aus rationalen Zahlen mit Hilfe von Zirkel und Lineal
konstruierbaren rellen Zahlen.

e Esist zB. Q[v2] C T und Q[v2,v3] C T, aber Q[v/2] ¢ I.

e A <« Die reell algebraischen Zahlen (= die Menge aller reellen
Nullstellen von Polynomen mit ganzzahligen Koeffizienten)

e Die Mengen I und A sind in einem gewissen Sinne “unendlich”.

fakultat fur FRANK KLINKER
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2 ZAHLEN 8

e Es gilt zum Beispiel Q[v2] C Q[v2,v/3] C A und Q[v/2] C A, sowie
IcA.

e In einem in der Vorlesung niher erldutertem Sinn ist A der grofite
solcher “Zwischenzahlbereiche”.

e Die Elemente in R \ A nennt man reelle transzendente Zahlen.

“zwischen” @ und C

e Man kann in den obigen Betrachtungen auch den Zusatz reell weglassen
und dann &hnliche Konstruktionen durchfithren — nimm alle in der
Ebene (!) aus Q konstruierbare Punkte oder nimm alle (!) Nullstellen
von rationalen Polynomen.

“hinter” C:

e H <+ Die Quaternionen.
e O <+ Die Oktonionen.
e Es gilt

CcHCO.

Wir werden nun etwas genauer:

Definition 2.1 (Rationale und irrationale Zahlen). 1. R ist die Menge
der Dezimalbriiche.

2. Q ist die Menge der abbrechenden oder periodischen Dezimalbriiche.
Dabei wird die Periode 9 ausgeschlossen : Man identifiziert die Zahl
n,a1as . ..ap—1a9 mit der Zahl n,a1as ... ap_1bg wobei by =
ar + 1. Dabei sind n € 7Z, ay, as,...,a,_1 € {0,...,9}, ar € {0,...,8}.

3. Die hier gegebene Definition der Menge @) stimmt mit der Definition
iiber Briiche aus Kapitel 1 {iberein.

4. Die Elemente der Menge R \ @, also die nicht-abbrechenden und nicht-
periodischen Dezimalbriiche, heiflen IRRATIONALE ZAHLEN.

Beispiel 2.2 (Einige irrationale Zahlen). e Die Lange der Diagonale ei-
nes Quadrates der Seitenléinge 1. Diese Linge ist /2 = 1,4142. . ..

fakultat fur FRANK KLINKER
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2 ZAHLEN 9

e Die Seitenlinge eines Wiirfels mit Volumen 2. Diese Linge ist /2 =
1,2599.. ..

e Der Umfang eines Kreises mit Durchmesser 1. Diese Lénge ist m =
3,141592654 . ..

e Die EULERSCHE ZAHL e = 2, 718281828 ... ist irrational.

Bemerkung 2.3. v/2 und V/2 sind algebraisch aber nur die erste ist kon-
struierbar — Verdopplung des Wiirfelvolumens nicht moglich.

e und 7 sind transzendent — Quadratur des Kreises nicht méglich.
Definition 2.4 (Rechenoperationen). Sind z,y € R so sind folgende Re-

chenoperationen erklart:

x +y (Addition) , x — y (Subtraktion) , zy (Multiplikation) und fiir
y # 0 auch — (Division).
)

Bemerkung 2.5. Die Eingangs definierten Zahlenbereiche haben alle die
Eigenschaft, dass man in ihnen diese Operationen durchfithren kann, ohne
dass man die Menge verldsst. Bei N und Z muss man natiirlich Einschrinkun-
gen machen: So darf man in N nur unbeschrankt addieren und multiplizieren
und in 7Z nur unbeschrénkt addieren, subtrahieren und multiplizieren.

Satz 2.6 (Rechenregeln). 1. Kommutativgesetze: t+y = y+x und xy =
YT

2. Assoziativgesetze: x + (y + z) = (v + y) + z und z(yz) = (zy)z
3. Distributivgesetz: x(y + z) = xy + zz

Als direkte Konsequenz erhalten wir die drei Binomischen Formeln

4. (a+b)? = a®+2ab+b?, (a—b)? = a®—2ab+1?, (a+b)(a—b) = a®—b>.

Definition 2.7 (Kurzschreibweisen fiir Summen und Produkte). Sind m,n €
N mit m <n und am, dm+1,--.,an € R so schreiben wir

n
1. > ar=am+ams1+ ...+ a, und

k=m

n
2. Il ak=am - ams1-... an
k=m

fakultat fur FRANK KLINKER
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2 ZAHLEN 10

n
Dabei kann der LAUFINDEX eine beliebige Variable sein, etwa ) ap =

k=m
n
Z aj.
j=m

Bemerkung 2.8. Es gelten die folgenden Vereinbarungen wenn m > n ist

n n
Yoar=0 und ] axr =1
k=m k=m
n n
Bemerkung 2.9 (Rechenregeln). e a- Y ap= > (aag).
k=m k=m
n n n
o > ap+ > b= ) (ar+bk).
k=m k=m k=m
n n n
[ H ajg - H bk: H (akbk)
k=m k=m k=m
n p p L p p
o Y ar+ Y, ag=> ar, [[ar- [I ax=1[ ar, p>n.
k=m k=n+1 k=m k=m k=n+1 k=m
n n—t
e INDEXVERSCHIEBUNG: Y ap = Y, Gy, tEZ
k=m k=m—t
n
Beispiel 2.10. e ARITHMETISCHE SUMMENFORMEL: ) k = @

k=0

gt

n 1
e GEOMETRISCHE SUMMENFORMEL: Y. ¢ = 71_1 fiir eine reelle Zahl

k=0
q#1.

Definition 2.11 (Potenzen). Fiir « € R und n € N definieren wir die n-TE
POTENZ VON a :

n
a = H a.
k=1

Insbesondere gilt also a’ = 1 und 0° = 1 aber 0" = 0 fiir n > 0.

Fiir a € R\ {0} und n € N setzen wir

a™’

a € R heifit die BASIS und n € Z der EXPONENT der Potenz a™.

fakultat fur FRANK KLINKER
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2 ZAHLEN 11

Satz 2.12 (Potenzregeln). Firn,m € 7 und a,b € R gilt:

falls die Ausdriicke definiert sind.
Notation 2.13. Der Ausdruck a® ist stets als a(®”) zu verstehen.

Definition 2.14 (Quadratwurzel). Sind a,b € R und b = a so definieren
wir

falls b >
\/&::{b alls b >0

—b fallsb< 0

Die stets nicht-negative Zahl y/a heifit QUADRATWURZEL VON a.

Satz 2.15 (Existenz der Quadratwurzel). Die Gleichung x° = a besitzt ...

o .. fiir a < 0 keine reelle Losung ,
e ... fiir a =0 die eindeutige Losung x = 0 und

o ... fiir a >0 die zwei Losungen 1 = \/a und xo = —\/a.

Der obige Satz 148t sich noch verallgemeinern:

Satz 2.16 (Hohere Wurzeln). 1. Istn eine natirliche ungerade Zahl, dann
hat die Gleichung ™ = a genau eine reelle Losung und diese bezeichnen
wir mit © = {/a.

2. Ist n eine natirliche gerade Zahl, dann hat die Gleichung ™ = a ...
o ... fiir a <0 keine reelle Losung,

o ... fiir a =0 die eindeutige Losung x =0 und

o ... fiir a >0 die zwei reellen Lisungen, die wir mit x1 = {/a und
x9 = — /a bezeichnen.

fakultat fur FRANK KLINKER
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2 ZAHLEN 12

Bemerkung 2.17. Fiir a > 0 definieren(!) wir
an = Va und an = (a%)m.

Dann kann man zeigen, dass die Rechenregeln aus Satz 2.6 weiterhin giiltig
bleiben.

Somit haben wir das Potenzieren von ganze auf rationale Exponenten erwei-
tert.

Satz 2.18 (pg-Formel). Es sei D := p? — 4q. Dann besitzt die quadratische
Gleichung 2> +pr+q=0 ...

o ... die eindeutige reelle Lésung x = —%p, falls D =0,

e ... die zwei reellen Losungen ©1 = —4(p+ VD) und 22 = —3(p — VD),
falls D > 0, und

o ... keine reelle Losung, falls D < 0.

Die Zahl D heifit DISKRIMINANTE der quadratischen Gleichung.

Definition 2.19. (Fakultéit und Binomialkoeffizient)

1. Fir natiirliche Zahlen n € N ist die FAKULTAT definiert als

Also gilt insbesondere 0! =1 und (n + 1)! = nl(n + 1).

2. Fiir zwei natiirliche Zahlen k,n € N mit £ < n ist der BINOMIALKOEF-
FIZIENT definiert als

n\ n! ~nn—-1)---(n—k+1)
(k) Tkl (n—k) k!

Satz 2.20 (Eigenschaften des Binomialkoeffizienten).

o (0) = () =1und (5) = (%))

o (1) + (4 = (Z:[}) (Additionstheorem,).

fakultat fur FRANK KLINKER
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2 ZAHLEN 13

Beispiel 2.21 (Begriindung fiir eine der Rechenregeln).

(Z) * (kil) - k:!(nni PIRECE: 1)!(2!— k—1)!
nl(k + 1) nl(n — k)

G+ Un—R)  ErDl(n—h)!
ik +1+n—k)
 (E+D(n—k)!

(n+1)!
Gkt Dint1-(ktD)

_ n+1
C\k+1)°

Wegen des Additiontheorems lassen sich die Binomialkoeffizienten im PAS-
CALSCHEN DREIECK anordnen:

(i) n

1 0

1 1 1
121 2
13 3 1 |3
14 6 4 1|4

Satz 2.22 (Binomischer Lehrsatz). Fir z,y € R und n € N gilt

=3 ()

k=0

fakultat fur FRANK KLINKER
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3 RELATIONEN, ORDNUNG UND BETRAG 14

3 Relationen, Ordnung und Betrag

Definition 3.1 (Relationen). Es seien M und N Mengen. Eine RELATION
ZWISCHEN M UND N ist eine Teilmenge SR C M x N.

Ist (a,b) € R C M x N ein Element der Relation R, so sagen wir
a STEHT IN RELATION ZU b,

und wir schreiben
a ~x b statt (a,b) € R.

Beispiel 3.2. e Es sei C die Menge aller Autos, und F' die Menge aller
Farben. Durch die Paare (¢, f) € C x F mit der Eigenschaft

ein Teil des Autos c ist in der Farbe f lackiert

wird eine Relation definiert.

e Es sei P die Menge aller Bundesligapaarungen und E die Menge aller
Spielergebnisse. Die Paare (p,e) € P x E mit der Eigenschaft

die Paarung p erspielt das Ergebnis e

liefern eine Relation.

Definition 3.3 (Relationen auf einer Menge). Eine RELATION AUF EINER
MENGE M ist eine Relation S8 C M x M. Eine Relation auf einer Menge M
heifit ...

1. ... REFLEXIV, wenn a ~q a fiir alle a € M ist .

2. ... TRANSITIV, wenn mit a ~g b und b ~x ¢ auch a ~x c ist.

3. ... SYMMETRISCH, wenn mit a ~gq b auch b ~g; a ist.

4. ... ANTISYMMETRISCH, wenn, falls a ~g; b und b ~x a, schon a = b ist.
5. ... TOTAL, wenn fiir alle a,b € M a ~g b oder b ~x a ist.

Definition 3.4 (Ordnungs-, und Aquivalenzrelation). Eine Relation heifit ...

1. ... HALBORDNUNG, wenn sie 1., 2. und 4. erfiillt.

fakultat fur FRANK KLINKER
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3 RELATIONEN, ORDNUNG UND BETRAG 15

2. ... TOTALORDNUNG, wenn sie 1., 2., 4,. und 5. erfiillt.
3. ... AQUIVALENZRELATION, wenn sie 1., 2., und 3. erfiillt.
Beispiel 3.5. e Die Teilbarkeitsrelation T C NT x NV ist definert durch
a ~z b falls alb.

Die Teilbarkeitsrelation ist eine Halbordnung.

e Die Gleichheit & C M x M ist definiert durch
a~gb falls a=05b.

Die Gleichheit ist eine Aquivalenzrelation.

e Die Ordnungsrelation © C R x R ist definiert durch
a ~o b falls a<b.

Die Ordnungsrelation ist eine Totalordnung auf R.

e Es sei M eine Menge und P (M) die Menge aller Teilmenge von M.
Diese Menge nennt man POTENZMENGE VON M.

Die Teilmengenrelation 7 C P(M) x P(M) ist definiert durch
U~V falls UCV.

Die Teilmengenrelation ist eine Halbordnung.

e Es sei M die Menge der Fahrzeuge auf einem Parkplatz , und R C
M x M die Relation die durch folgende Vorschrift gegeben ist :

cary ~g care falls beide die gleiche Farbe haben.

Dies ist eine Aquivalenzrelation.

Bemerkung 3.6. Ist eine Relation — wie in den obigen Beispielen — durch
eine Vorschrift gegeben, so identifizieren wir die Relation und diese Vorschrift.

Definition 3.7 (Ordnungszeichen). e Da < eine Totalordnung auf R
definiert, gilt also z < y oder y < x fiir alle z,y € R.

e Statt & <y schreiben wir auch y > z.

fakultat fur FRANK KLINKER
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3 RELATIONEN, ORDNUNG UND BETRAG 16

e Weiter schreiben wir x < y, wenn z < y und x # y, und ebenso y > x
fir z < y.

e Damit gilt fiir alle 2,y € R entweder (!) x < y oder x = y oder = > y.

e Die Zeichen <, >, <,> und = heilen ORDNUNGSZEICHEN.

Mit Hilfe der Ordnungszeichen definieren wir spezielle Teilmengen von R.

Definition 3.8 (Intervalle). Es seien a,b € R mit a < b. Beschriankte
Intervalle

e [a,b] :={r € R|a <z <b} (ABGESCHLOSSENES INTERVALL).
o Ja,b[:={zr € R|a <z < b} (OFFENES INTERVALL).

[a,b[:={r € R|a <z < b}

° lob] = {z € R|a <z < b} (HALBOFFENE INTERVALLE).

Unbeschrankte Intervalle:

o [a,00[:={reR|a<z}und]—o00,b] :={xeR|x <b}
o Ja,0:={z€R|a<z}und | —o00,b[:={zeR|z <b}
o | —00,00[:=R

Satz 3.9 (Rechenregeln). Es seien z,y,z € R. Dann gilt

1. Istx <y undy < z, dann gilt x < z.
Istx <y undy <z, soistx=y.

Ist x <y dann istx +z <y + z.

Ist x > 0 und y > 0, so ist auch xy > 0.
Ist z > 0 und x <y, so ist xz < yz.

Ist z < 0 und x <y, so ist xz > yz.

S N T C R

Ist0<x<y,sogilt%>i>0.

Aus den Rechenregeln des obigen Satzes folgt:

fakultat fur FRANK KLINKER
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3 RELATIONEN, ORDNUNG UND BETRAG 17

Satz 3.10 (Vorzeichen von Produkten). Es seien x1,...,x, € R. Dann gilt:

n
° sz = 0 ist gleichbedeutend damit, dass es mindestens ein 1 < j <n
i=1
gibt mit x; = 0.

n

° sz > 0 ist gleichbedeutend damit, dass nur eine gerade Anzahl der
i=1
Faktoren x; negativ ist.

Ebenfalls liefern die Rechenregeln das Folgende fiir das Rechnen mit Unglei-
chungen:

Bemerkung 3.11. Die Losungsmenge einer Ungleichung éndert sich nicht,
wenn wir auf beiden Seiten ...

e ... eine Zahl addieren.
e ... mit einer positiven Zahl multiplizieren.

e ... eine streng monoton steigende Funktion anwenden. (Genaueres dazu
folgt spiéter.)

Beispiel 3.12 (Streng monotoner Funktionen). e Die Wurzelfunktion auf
[0, o0

Potenzfunktion mit ungeradem Exponenten auf IR

Potenzfunktion mit geradem Exponenten auf [0, oo

Die Exponentialfunktion auf R

Die Logarithmusfunktion auf R* (diese schauen wir uns spéter noch
genauer an!)

Definition 3.13 (Betrag). Der BETRAG einer reellen Zahl z ist definiert als
der Abstand zu 0 und wird mit |z| bezeichnet. Also

2] T falls > 0
x| =
—x fallsz <0

Fiir z,y € R ist |z — y| der Abstand von z und y.

fakultat fur FRANK KLINKER
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3 RELATIONEN, ORDNUNG UND BETRAG 18

Bemerkung 3.14. Mit Hilfe des Betrages lassen sich Intervalle in einer
symmetrischen Form beschreiben. Z.B.

b—{2—a‘<b—a}

[a,b}:{azelR”m— <

Satz 3.15 (Eigenschaften des Betrags). 1. |z| = 0 ist gleichbedeutend
mit x = 0.

2. |z|=1]—=x|.

3. —lz| <z < |z| mit Gleichheit an genau einer Stelle wenn x # 0.
4- |wyl = |z[ly].

5. |z +yl < |zl + y.

6. ||z[ = lyl| < |z =yl

7. Va2 = |a|.

Satz 3.16 (Quadratische Ungleichungen). Wir betrachten den quadratischen
Ausdruck x? + px + q mit seiner Diskriminante D = p* — 4q.

o Fs gilt

D
2 hpr+qg<0 — )x—l—%’ < \/2>
Ist D < 0 so hat die Ungleichung keine reelle Losung.

o Auflerdem ist

VD

2 hpr+qg>0 — )x—l—g‘>7.

Ist in diesem Fall D < 0, so ist die Lisungsmenge ganz R.
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4 Abbildungen und Funktionen

Definition 4.1 (Abbildungen). Es seien D und W Mengen.
Eine ABBILDUNG VON D NACH W ist eine Relation zwischen D und W mit
den folgenden zusétzlichen Eigenschaften:

1. Fiir alle x € D gibt es ein y € W, so dass (z,y) in der Relation liegt.

2. Sind (x,y1) und (z,y2) beide in der Relation enthalten, so gilt y; = ya.

D heif3t der DEFINITIONS- und W der WERTEBEREICH.

Bemerkung 4.2. Ist eine Abbildung zwischen D und W gegeben, so gibt
es also zu jedem = € D genau(!) ein y € W so dass (z,y) in der Relation
enthalten ist.

Diese eindeutige Zuordnung bezeichnen wir mit f und schreiben
f:D—-W.

Fiir x € D bezeichnet f(xz) € W das BILD VON = UNTER f.

Definition 4.1 (cont.). Ist f : D — W eine Abbildung und U C D eine
Teilmenge , so heifit die Menge der Elemente in W, die von f durch Elemente
aus U getroffen wird, das BILD VON U UNTER f. Es wird mit f(U) bezeichnet.
Es gilt

fU)={yl3relU:y=f@)={f(2)|recU;CW.

Als BILDMENGE VON f bezeichnet man die Menge f(D), also das Bild von D
unter f. Ist nun umgekehrt U C W eine Teilmenge, so nennt man die Menge
aller Elemente von D deren Bild in U liegt, das URBILD VON U. Dieses wird
mit f~1(U) bezeichnet. Es gilt

FYU) = {z|fx) €U} C D.

Bemerkung 4.3. Es ist f~1(W) = D aber nicht notwendigerweise f(D) =
W, sondern lediglich f(D) C W.

Definition 4.1 (cont.). Die Abbildung als Relation selbst, also die Teilmenge
{(z,f(z)) |z € D} C D x W,

bezeichnet man als GRAPH DER ABBILDUNG f.
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Bemerkung 4.4. Zwei Abbildungen f; : D1 — Wi und fo : Dy — Wo
sind genau dann gleich, wenn Dy = Dy und fi(z) = fo(x) fiir alle x € Dy
d.h. wenn sie als Relationen gleich sind.

Definition 4.5 (identische Abbildung). Es sei f: D — D mit f(x) := z fur
alle z € D.

Diese Abbildung heiffit IDENTISCHE ABBILDUNG oder IDENTITAT auf D und
wird hier mit idp bezeichnet.

Die Identitéit entspricht als Relation der Gleichheit auf D.

Definition 4.6 (Polynome). Es sei n € N und ag, ay, ..., a, € R mit a, # 0.
Dann heifit die Funktion p: R — R mit

1

n
p(x) = Z akxk =apx" + an_12" + ...+ a1x + ag

k=0
ein POLYNOM.

Die Zahl grad(p) := n heifit der GRAD, die a; heifilen die KOEFFIZIENTEN
und speziell a,, der LEITKOEFFIZIENT von p.

Eine Zahl zy € R mit p(z¢) = 0 heifit NULLSTELLE von p.

Satz 4.7 (Faktorisierung). Es seip ein Polynom und xq eine Nullstelle. Dann
gibt es ein Polynom q mit grad(q) = grad(p) — 1, so dass p(z) = (x —z¢)q(z).

Beispiel 4.8. Es sei p(z) = 2" — ¢" das Polynom n-ten Grades mit den
Koeffizienten a, = 1 und ag = ¢" (alle anderen Koeffizienten sind 0). Dieses
Polynom hat die Nullstelle zg = ¢ und wir wollen nun das Polynom ¢
bestimmen. Es gilt

wobei die letzte Gleichheit gerade die geometrische Summenformel fiir ¢ = £

c
ist.
2 n—1 2\ k
_ s n—1 d
_C<C 1>C Z(C)
k=0

fakultat fur FRANK KLINKER
mathematik MATHEMATISCHER VORKURS 2012




4 ABBILDUNGEN UND FUNKTIONEN 21

Also ist das gesuchte Polynom:

n—1

q(z) = Z ghen =1k = gl =2 2
k=0

Speziell fiir ¢ =1 gilt

-1
x ="+ 41,
r—1

Die Koeflizienten des Polynoms ¢ aus der Faktorisierung lassen sich durch
PoLYNOMDIVISION oder mit Hilfe des HORNERSCHEMAS bestimmen.

Bemerkung 4.9 (Hornerschema). Das Hornerschema kann dazu benutzt
werden, den Funktionswert eines Polynoms p an einer beliebigen Stelle xy zu
bestimmen.

Man erhalt zuséatzlich die Koeffizienten eines Polynoms ¢, dessen Grad um
Eins kleiner ist, als der von p , und das

p(x) = (z = x0)q(x) + p(zo)
erfillt.

Beschreibung des Hornerschemas:

Zunéchst schreiben wir die Koeffizienten von p in die erste Zeile einer Tabelle
und fithren dann von links nach rechts in der Tabelle immer wieder zwei
Schritte durch.

Schliefllich gelangt man zu folgendem Abschlufischema:

Qp, Ap—1 QAp—9 PN aj ag

+ + + + +

0 Cn—120 Cn—2I0 e C1X CoXQ
Cn—1 Cn—2 Cn—3 R €o C-1

Die zwei Schritte, die man macht sind:

1. Addiere die Zahlen der ersten und zweiten Zeile und schreibe sie in die
dritte Zeile.
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2. Der zuletzt berechnete Wert wird mit g multipliziert und in die zweite
Zeile der néchsten Spalte eingetragen.

Es ist dann
Chn-1=ap, und cg_1=ag+cpxofirk=n—-1,...,0.

Damit erhalten wir

1. p(zg) = c—1 und
n—1

2. q(x) = chxk.
k=0

Ist g eine Nullstelle von p, also ¢_1 = 0, so ist das Ergebnis die Faktorisierung
aus 4.6.

Bemerkung 4.10 (Zu den Nullstellen von Polynomen). 1. Man kann nun
4.7 auf ¢ anwenden und so nach und nach Nullstellen von p abspalten.

Es gilt sogar

Satz 4.11 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom n-ten Grades hat
eine Faktorisierung der Form

p(z) = an(x — azl)kl' (= a:r)kr (:1:2 +ajz+by)™- - (x2 +asr+bs)™e

T S
mit Zk‘j —|—22mi =n und a? —5b; <0 fiir alle 1 < j < s.
j=1 i=1
Die auftretenden Faktoren sind also entweder Linearfaktoren aus der Abspal-
tung von Nullstellen oder quadratische Faktoren ohne weitere Nullstellen.

Gibt es keine quadratischen Faktoren, so sagt man p zerfallt in Linearfaktoren.

Bemerkung 4.10 (cont.). Zum Faktorisieren muss man allerdings die
Nullstellen ausrechnen, bzw finden. Das geht jedoch in der Regel nicht. Aber
es gilt zum Beispiel

2. Hat p nur ganzzahlige Koeffizienten, und ist der Leitkoeffizient a,, = 1,
so sind alle rationalen Nullstellen sogar ganz und sie sind Teiler des
Koeflizienten ag.
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3. Ist in 2. der Leitkoeffizient a,, # 1 so gilt folgende Verallgemeinerung;:
Ist © eine (gekiirzte) rationale Nullstelle so gilt s|a, und 7|ao.

Manchmal interessiert einen nur die Existenz oder die ungefihre Lage einer
Nullstelle. Dann kann man folgendes ausnutzen:

4. Hat man zwei Werte 21,22 € R mit p(z1) > 0 und p(z2) < 0 so gibt es
einen Wert ¢ zwischen 1 und x5 fiir den p(xp) = 0 ist. Kann man nun
21 und z9 dicht zusammenbringen, ohne dass die Vorzeicheneigenschaft
verloren geht, so hat man eine Nédherung fiir zg gefunden.

In anderen Féllen interessiert gegebenenfalls nur die Anzahl der positiven
und negativen Nullstellen. Dann kann man folgendes ausnutzen:

5. Wissen wir, dass das Polynom p in Linearfaktoren zerfillt und 0 keine
Nullstelle ist, so gilt folgende Regel:

— Die Anzahl der positiven Nullstellen entspricht der Anzahl der
Vorzeichenwechsel in der Folge (an, an—1,...,a1,a9)
— Die Anzahl der negativen Nullstellen entspricht der Anzahl der
Vorzeichenerhaltungen in der Folge (an,an—1,...,a1,ap)
Dabei ordnet man den Nullkoeffizienten ein beliebiges (aber einheitli-
ches) Vorzeichen zu.

Das Resultat kann man so modifizieren, dass auch 0 als Nullstelle
erlaubt ist.

Achtung! Die Voraussetzung, dass das Polynom zerfillt, ist notwendig!

Definition 4.12 (Rationale Funktionen). Es seien p und ¢ Polynome. Dann
heifit die Funktion f mit

RATIONALE FUNKTION. Thr Definitionsbereich ist D = {x € R |q(z) # 0}.

Definition 4.13 (Potenzfunktion). Es sei ¢ € Q) eine rationale Zahl. Dann
ist die Potenzfunktion definiert durch

fq:[0,00[— [0,00] mit fy(x)=29.
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Bemerkung 4.14. Spiter werden wir die Potenzfunktionen auch fiir irra-
tionale Exponenten erkléren.

Definition 4.15 (Einschréinkung und Fortsetzung). Es seien D1 C Dy und
fi: D1 = W, fo: Dy — W zwei Abbildungen mit fi(z) = fo(z) fur alle
x € Di.

Dann heifit f; EINSCHRANKUNG VON f5 und fo FORTSETZUNG VON f;. Man
schreibt auch f; = fa|p,.

Bemerkung 4.16. Wihrend die Einschrankung einer Abbildung eindeutig
ist, muss es die Fortsetzung nicht sein, wie das folgende Beispiel zeigt:

Die Betragsfunktion b : R — R ist definiert durch b(x) = |z|. Es gilt nun fur
die Einschrinkung von b auf die positiven Zahlen

blr+(z) = x fiir alle x € RT.

Somit ist die Betragsfunktion eine Fortsetzung von id : R™ — R. Andererseits
ist natiirlich id : R — R ebenfalls eine Fortsetzung.

Definition 4.17 (Verkettung von Abbildungen). Es seien f: D — U und
g : V. — W Abbildungen und es gelte U C V. Dann ist die VERKETTUNG
go f: D — W definiert durch

(g0 f)(@) = g(f(x)).

Statt Verkettung sagt man auch Hintereinanderausfithrung oder Komposition
und man liest g o f als "¢ nach f”.

Bemerkung 4.18. Ist der Wertebereich zweier Abbildungen eine Menge,
in der Addition und Multiplikation erklart sind, so kann man auch eine
Addition und eine Multiplikation zwischen Funktionen definieren. Das ist
insbesondere interessant, wenn der Wertebereich R ist.

Definition 4.19 (Addition Multiplikation). Es seien f : D — R und
g : D — R Funktionen mit dem gleichen Definitionsbereich. Dann sind die
ADDITION f+g: D — R und die MULTIPLIKATION f-g : D — R punktweise
definiert. Das heifit, dass fiir alle x € D gilt:

(f+9)(x) = flx)+g(x) und  (f-g)(z):= f(z)g(z).

Definition 4.20 (Umkehrabbildung). Es seien f: D — W und g : W — D
Abbildungen mit den Eigenschaften (1) go f =idp und (2) fog = idy.
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Dann heiflen f und ¢ UMKEHRABBILDUNGEN voneinander und wir schreiben
g=f'bzw. f=g L

Man sagt dann auch f (und natiirlich auch g) ist INVERTIERBAR.
Definition 4.21 (Injektiv, Surjektiv, Bijektiv). Eine Abbildung f: D — W
heifit ...

1. ... INJEKTIV, wenn fiir alle 1,29 € D mit z; # zo fiir die Bilder

f(z1) # f(a2) gilt.
2. ... SURJEKTIV, wenn f(D)=W.
3. ... BUEKTIV, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Satz 4.22. FEine Abbildung f : D — W st injektiv, wenn die Gleichung
f(z1) = f(x2) schon x1 = xg liefert.

mjektiv
Satz 4.23. Fine Abbildung f : D — W st surjektiv genay, dann,
bijektiv
hdchstens
wenn die Gleichung f(z) =y fir jedesy € W mindestens eine Losung
genau
xz € D hat.
injektiv
Folgerung 4.24. Eine Funktion f: R — R ist { surjektiv » genau dann,
bijektiv
hochstens
wenn der Graph von f jede Parallele zur z-Achse mindestens einmal
genau
schneidet.

Satz 4.25 (Umkehrabbildung). Eine Abbildung ist genau dann invertierbar,
wenn sie bijektiv ist.

Bemerkung 4.26. Es seien D,W C R und f : D — W eine bijektive

Funktion.

e Den Graphen der Umkehrfunktion f~!: W — D erhilt man, indem
man den Graphen von f an der Winkelhalbierenden spiegelt.
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e Die explizite Form der Funktion f~!: W — D erhilt man, indem man
die Gleichung y = f(x) nach = auflgst.

Auch wenn man weif}, dass es die Umkehrfunktion f~! muss ein Um-

stellen nicht unbedingt méglich sein : z.B. f(z) = e® + z.

Definition 4.27 (Monotonie). Es sei I C R und f: I — R eine Funktion.
Dann heif3t f ...

1. ... MONOTON WACHSEND, wenn f(x1) < f(z9) fir alle 1,29 € I mit
r1 < x9 gilt.

2. ... STRENG MONOTON WACHSEND, wenn f(z1) < f(z2) fir alle 1,29 €
I mit x7 < xo gilt.

3. ... MONOTON FALLEND, wenn f(x1) > f(z2) fir alle z1,29 € I mit
r1 < T9 gilt.

4. ... STRENG MONOTON FALLEND, wenn f(x1) > f(z2) fir alle x1,29 € I
mit x1 < xo gilt.

Beispiel 4.28. Die Potenzfunktionen f; : [0, 00[ — [0, oo] sind streng mono-
ton steigend fiir ¢ > 0.

Satz 4.29. Es sei I C R und f : I — R eine streng monotone Funktion.
Dann st f injektiv.

Wenn man den Wertebereich auf f(I) C R einschrinkt, dann ist f : I — f(I)
sogar invertierbar.
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5 'Trigonometrie

Winkel werden in GRAD oder im

Schenkel BOGENMASS (auch RAD) angege-

_ _ ben:
Scheitel S Winkelbereich 360° = 2.
«

Y
1 cot av

. \

r=1_- \ | tan a

S111 (v ‘
Q@
COS (v 1 T

Durch diese Betrachtungen am Einheitskreis werden vier Funktionen definiert.

Definition 5.1 (Winkelfunktionen). Die Winkelfunktionen sind gegeben
durch

Name D w
Sinus sin R [—1,1]
Kosinus cos R [—1,1]

Tangens tan | R\ {#Hr |k € Z} R

Kotangens | cot | R\ {kr|k € Z} R

Bemerkung 5.2. Die Graphen der Sinus- und Kosinusfunktionen
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Yy
= tanx
Yy = cotx
1_
T T T
T I\ 3 /T 5r 3m I
4 4 4

Satz 5.3 (Interpretation am rechtwinkligen Dreieck).

C
b Mit diesen Bezeichnungen gilt
a ) a c a
sina = —, cosa = - und tana = —
Lo b b c
A ¢ B

Definition 5.4 (Periodische Funktionen). Es sei T > 0. Eine Funktion
f:R — R heifit T-PERIODISCH, wenn f(x 4+ T') = f(x) fiir alle z € R.

Definition 5.5 (Symmetrie von Funktionen). Es sei I C R ein um 0
symmetrisches Intervall. Eine Funktion f : I — R heifit ...

1. ... GERADE, wenn f(—z) = f(z) fur alle x € I.

2. ... UNGERADE, wenn f(—z) = —f(x) fiir alle z € I.

fakultat fur FRANK KLINKER
mathematik MATHEMATISCHER VORKURS 2012



5 TRIGONOMETRIE 29

Satz 5.6 (Eigenschaften der Winkelfunktionen). 1. sin sowie cos sind 27-
periodisch und tan sowie cot sind w- periodisch.

2. sin(x + m) = —sinz und cos(x + m) = — cos z.

3. sin(z + §) = cosx und cos(xz + §) = —sinx.

sinz
4. tanzx = und cotxr = .
COS T tanx

5. cos ist eine gerade Funktion und sin, tan und cot sind ungerade Funk-
tionen.

6. Fiir alle x € R gilt |sinz| <1 und |cosz| < 1.

7. sin(x) = 0 genau dann, wenn x = km mit k € Z.
cos(x) = 0 genau dann, wenn x = L;_lﬂ' mit k € Z.

8. sin?x + cos?x = 1 der TRIGONOMETRISCHE PYTHAGORAS.

1
9. cos’x = — und sin® x = —
1+ tan“x 1 + cot*x

Satz 5.7 (Einschrankungen der Winkelfunktionen). Die folgenden FEin-
schrinkungen der Winkelfunktionen sind streng monoton und wegen Satz
4.20 damit bijektiv auf das jewetlige Bild.

4. coth0 l 110, m[— R ist streng monoton fallend.
Wegen der Ergebnisse des vorigen Abschnitts kénnen wir von diesen Ein-
schrinkungen die Umkehrfunktionen angeben.

Definition 5.8 (Arcusfunktionen). Die Umkehrfunktionen der Winkelfunk-
tionen werden Arcusfunktionen genannt und sind

1. arcsin: [-1,1] — [— z, g]
2. arccos : [—1,1] — [0, 7]
fakultat far FRANK KLINKER
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3. arctan:]R—>] —g,g[
4. arccot : R — |0, 7|

Die Graphen der Arcusfunktionen sehen wie folgt aus (sieche Bemerkung

4.26):
Y = arccos x
y = arcsinx
T
_r |
2
Y
s
Yy = arccot x
T
x 2
i
T
Yy = arctanx 1 T
_z
2

Beim Rechnen mit den Winkelfunktionen sind folgende Additionstheoreme

sehr niitzlich:
Satz 5.9 (Additionstheoreme). 1. sin(xz +y) = sinx cosy =+ siny cos
2. cos(x £ y) = cosxcosy Fsinzsiny

tanx £+ tany

3. ta +y) =
n(@ +y) 1 Ftanztany
FrRANK KLINKER
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Daraus erhalt man dann

Folgerung 5.10 (Doppelte Winkel). 1. sin2x = 2sinz cosx

2 2

2. cos2x = cos®“x —sin“x
2tanx
3. tan?mziz
1 —tan“z

4. cos?z = £(1 + cos2z) und sin® x = (1 — cos 2z)
Eine kleine Beweisskizze fiir die Additionstheoreme:

——SINT COSYy ——COSTSIN Y~
& . /" x

sin y sin x sin y
COS T COS Y COSyY

x L—"7+y] cos(z +)

——sin(z + y)

Und nun noch ein paar spezielle Werte der Winkelfunktionen (und mit 5.6,
5.9 und 5.10 dann natiirlich weitere)

xin Grad || 0 | 30°|45° | 60° | 90°

rinRad | 0 | & T 5 5

tanx 0 % 1 |V3| -

cotx — V31 % 0
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6 Folgen und Stetigkeit

Definition 6.1 (Zahlenfolgen). Eine ZAHLENFOLGE (oder kurz: FOLGE)
ist eine Funktion f : N — R. Statt f(n) schreiben wir x,, und schreiben
abkiirzend (x,) := (zo,21,...,Tk,...) fir die Sammlung aller Bilder. x,,
heifit n-TES FOLGENGLIED.

Bemerkung 6.2. Manchmal macht es Sinn den Definitionsbereich einzu-
schranken, dieser sollte allerdings dann keine “Liicken” haben.

Beispiel 6.3. e (n) hat den Definitionsbereich N.
e (1) hat den Definitionsbereich N*.

. <m) hat den Definitionsbereich N=°.

Technisches Hilfsmittel zur Beschreibung des Verhaltens von Zahlenfolgen:

Definition 6.4 (e-Umgebung). Fiir a € R und € > 0 heiit das offene
Intervall

la—e,at+e[={zeR||z—a| <€}

die e-UMGEBUNG von a und wird mit auch mit Uc(a) bezeichnet.

Was bedeutet “Eine Folge lduft gegen einen festen Wert”?

Definition 6.5 (Konvergenz von Zahlenfolgen). Eine Folge (x,,) heifit KON-
VERGENT gegen den GRENZWERT a, wenn gilt

Ve >03dng € NVn >ng: |z, —a| <e.

Wir schreiben: lim , = a oder manchmal auch z,, — a (n — c0) und sagen:
n—o0

() geht gegen a fiir n gegen unendlich, oder auch: (z,,) konvergiert gegen a.

Bemerkung 6.6 (Praktische Anwendung von Definition 6.5). Hat man
den Verdacht, dass a der Grenzwert einer Folge ist, so muss man die obige
Aussage fiir alle € testen. Dazu fixiert man ein solches € und untersucht die
Ungleichung

|z, —al <e€.

Man muss nun ”diese nach n auflésen”, d.h. ”in die Form n > 7 bringen”.
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Die rechte Seite definiert dann das gesuchte ng.

Dieses ng wird dann in der Regel nicht optimal sein, aber das braucht es
auch nicht zu sein!
CTL
Beispiel 6.7. z,, = (—1)" —= mit |¢| < 1 zusammen mit der Annahme, dass
n

a = 0 der gesuchte Grenzwert ist.

n

Also untersuchen wir die Ungleichung ‘(—1)" T 0’ < e.
n
In unserem Beispiel gilt auf alle Falle ‘(—1)”\% = e|™ ﬁ’ < )ﬁ’, so dass,

wenn ﬁ < e gilt, auch die gewiinschte Abschétzung erfiillt ist.

Die letzte 148t sich aber jetzt einfach umformen:

1
/n

Damit gilt nun:

<e <= Vn>! = n>3%.

Zu € > 0 wahle ng > E%
Dann gilt fiir alle n > ng die Ungleichung |z,, — 0] < e.

Satz 6.8. 1. Eine konvergente Folge besitzt einen eindeutigen Grenzwert.

2. lim z, = a ist gleichbedeutend mit lim |z, —a| = 0.
n—oo n—oo

3. Ist lim y, =0 und 0 < x, <y, fir alle n, so gilt lim xz, = 0.
n—00 n—oo
Und nun halten wir noch fest, was es bedeutet, wenn eine Folge nicht
konvergiert. Von “Nicht-Konvergenz” gibt es verschiedene Abstufungen.

Definition 6.9 (Divergenz von Zahlenfolgen). 1. Eine Folge, die nicht
konvergent ist, heifit DIVERGENT.

2. Eine Folge (x,) heift UNEIGENTLICH KONVERGENT, wenn gilt
VM € R3dng e NVn>ng:x, > M

Wir schreiben in diesem Fall lim z, = oo oder x,, — oo (n — 00).
n—oo

Analog macht man das fiir —oo.
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Beispiel 6.10. 1. Jede Folge, die konstant wird, ist konvergent (“wird
konstant” bedeutet, es gibt eine Zahl m € N, so dass z,, = x,, fiir alle
n>m)

2. Die Folge (l) = (1 %, %, .. ) konvergiert gegen 0. Genauso auch die

n

Folge (%) (falls & ; )

3. Ist die Folge (x,) uneigentlich konvergent und ist x,, # 0 fiir alle n, so
konvergiert die Folge (i) gegen 0.

4. Die Folge ((—1)") ist divergent.

Definition 6.11 (Teilfolge). Eine TEILFOLGE einer Folge erhélt man, indem
man aus ihr eine beliebige Anzahl von Gliedern weg 1éf3t, wobei aber unendlich
viele Glieder iibrigbleiben miissen.

Beispiel 6.12. Ist (x,) = (20, 1,22, x3,...) eine Folge so sind zwei oft
benutzte Teilfolgen gegeben durch

(xon) = (z0,x2, 24, ...) und (ron4+1) = (z1, 23,25, ...).

Satz 6.13 (Eigenschaften von Teilfolgen). Ist eine Folge konvergent gegen a,
so konvergiert jede Teilfolge ebenfalls gegen a.

Oder umgekehrt:

Hat eine Folge zwei Teilfolgen, die gegen unterschiedliche Grenzwerte kon-
vergieren, dann ist die Folge divergent.

Beispiel 6.14. Die Folge mit x,, = (—1)"™ hat die zwei Teilfolgen (z2,) =
(1,1,1,...) und (x2,+1) = (—1,—1,—1,...) und damit ist sie divergent.

Satz 6.15 (Rechenregeln fiir konvergente Folgen). Es seien (xy,) bzw. (yn)

konvergente Folgen mit lim x, = a und lim y, = b. Auflerdem sei ¢ € R.
n—oo n—oo

Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. (xn £yn) =a=xb.

lim
n—oo
2. lim (czp) = ca.

n—o0

3. lim (zny,) = ab.

n—oo
. In a . . .
4. lim — = — — hierbei miissen y, # 0 und b # 0 sein.
n—00 Yp b
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5. Ist xp, < yp, oder x, < yn, dann gilt a < b.

Mit Hilfe von Satz 6.15 kdnnen wir jetzt etliche Grenzwerte auf eine einfache
Weise ausrechnen.

S+ Tn” +4
Beispiel 6.16. Gesucht ist der Grenzwert von z,, := %. Es ist
n n
- _n3+7n2+4 7715 _ #+%+%
nT b L and 0 LT 4
n° + 4n o5 1+2
und damit
- 4
b o e 7 T AT 04040
im x, = —1 0
n—00 1+ lim - 1+0
n—oo

Definition 6.17 (Grenzwert einer Funktion). Es sei U C R eine Teilmenge
und & € U. Weiter sei f: U \ {#} — R eine Funktion.

f hat in & den Grenzwert §j wenn gilt:
Fiir jede Folge (z,,) in U \ {2} mit lim z,, = Z gilt lim f(z,) = 9.
n—oo n—oo

Man schreibt dann lim f(z) = ¢. Diese Definition la8t sich auch auf & = +o00
T—T

oder § = 00 erweitern.
Definition 6.18 (Stetigkeit). Es sei f : D — R eine Funktion auf der
Teilmenge D C R. Dann heifit f...

1. ... STETIG IN g € D, wenn lim f(z) = f(=zo).
T—T0

2. ... STETIG, wenn f in jedem Punkt aus D stetig ist.
Beispiel 6.19. 0. Die konstanen Funktionen auf R sind stetig.

1. Die Identitéit und die Betragsfunktion sind stetig auf R.

1 falls z > 0
2. Die SIGNUM-FUNKTION 0 : R — R mit o(x) :==¢ 0 fallsz =0 ist
—1 fallsz <0
nicht stetig in 2y = 0.
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3. Die Funktion f mit f(z) = 1 ist stetig auf ihrem Definitionsbereich
D =R\ {0}.

4. Die Wurzelfunktionen f: RZ? — RZ° mit f(z) = {/z sind stetig.

Satz 6.20 (Rechenregeln fiir Grenzwerte). Es seien f,g : D\ {0} — R
Funktionen mit lim f(x) =a und lim g(x) = b, sowie c € R. Dann gilt
T—T0 T—rT0

1. lim (f(z) £g(z)) =a=Lb.

T—T0

2. lim (cf(z)) = ca.

T—T0

3. lim (f(x)g(z)) = ab.

T—T0
. flx) _a
. lim ——= = — (falls b#0).
- ey~ p (el b A0
Satz 6.21. 1. Sind die Funktionen f,g: D — R stetig in xg € D, so gilt
ebenfalls:

Die Funktionen f+g, fg und S sind stetig in g
g

(dabei hat man im letzten Fall g(x) # 0 vorauszusetzen,).

2. Ist f: D — R stetig in o € D und g : D — R mit f(D) c D stetig
in f(xog) € D, so ist go f stetig in xg.

Bemerkung 6.22. Punkt 1 folgt direkt aus Satz 6.20

Beispiel 6.19 (cont.). 5. Die Potenzfunktionen sind stetig und die Poly-
nome sind stetig.

6. f:x— VaZ+1 ist stetig.
7. x — arctan(sin(z)) ist stetig, denn es gilt der folgende

Satz 6.23. Die Winkelfunktionen und ihre Umkehrfunktionen sind stetig
auf thren Definitionsbereichen.

Satz 6.24 (Nullstellensatz). Ist f : [a,b] — R eine stetige Funtktion mit
fla)f(b) <0, so gibt es ein x € [a,b] mit f(z)=0.

Beispiel 6.25. Das Polynom f mit f(z) = 2% 4+ 222 — 2 — 2 erfiillt f(—3) =
—8 < 0 und f(2) = 12, hat also eine Nullstelle in [—3,2] (sogar drei: —2, —1
und 1).
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Satz 6.26 (Zwischenwertsatz). Es sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion und
es gelte f(a) # f(b). Dann gibt es zu jedem u zwischen f(a) und f(b) ein c €
[a, ],

so dass f(c) = u.

f(b)

f(a)

a (o b

Beispiel 6.25 (cont.). Das Polynom f mit f(z) = 23 + 222 — 2 — 2 nimmt
sogar jeden Wert aus dem Intervall [—8, 12] an einer Stelle im Intervall [—3, 2]
an.
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7 Differenzierbarkeit

Definition 7.1 (Differenzierbarkeit). Es sei f : I — R eine Funktion auf
dem offenen(!) Intervall I C R. f heifit ...

1. ... DIFFERENZIERBAR IN DEM PUNKT zg € I, wenn der Grenzwert des
DIFFERENZENQUOTIENTEN

lim flx) = flxo) _ lim f(zo+h) = f(zo)
h

T—T0 T — X0 h—0

cR

existiert. Dieser Wert wird dann mit f’(x¢) bezeichnet und heifit die
ABLEITUNG von f an der Stelle xg.

2. ...DIFFERENZIERBAR AUF I, wenn f an jeder Stelle z € I differenzierbar
ist.

Beispiel 7.2 (Grundlegende Beispiele).

f(@) | f'(z) f@) | f'(z)
0 1 1
¢ x 2
1 n
T 1 —n | Tl neN
22 2z sinx Ccos ¥
2" | nz" ', neN cosr | —sinx

-1

Waichtige Beobachtung: In der rechten Spalte taucht % =z~ " nie auf!

Die Ableitung einer Funktion f kann man auch geometrisch interpretieren.
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Die Steigung der
Tangente im Punkt
P ist der Grenzwert
der Sekantensteigun-
gen.

|

Definition 7.3 (Tangente). Die Gerade mit der Gleichung

y = f(zo) + f'(x0)(z — o)

heiffit TANGENTE an den Graphen von f im Punkt (xo, f(xo)) (kurz auch:
Tangente an f in z).

Bemerkung 7.4. Differenzierbarkeit in xg bedeutet also anschaulich, dass
sich die Funktionswerte von f in einer “kleinen Umgebung von xy” gut
durch die Werte der Tangente annéhern lassen. Man sagt auch: f ist LINEAR
APPROXIMIERBAR.

Die letzte Bemerkung 148t sich prézisieren:

Satz 7.5 (Lineare Approximation). Es sei f : I — R eine Funktion auf dem
offenen Intervall I C R und xg € I. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist differenzierbar in .

2. Es gibt eine Zahl c € R und eine Funktion ¢ : I — R mit

a) lim ¢(x)=0

T—T0

b) f(z) = f(wo) + c(z — x0) + P(z)|7 — 20

In diesem Fall ist ¢ = f'(xg).

Satz 7.6. Ist f : I — R differenzierbar in xg € I, so ist f auch stetig in xg.
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Definition 7.7 (Hohere Ableitungen). 1. Ist f auf I differenzierbar, so
heifit die Funktion f’: I — R mit = — f’(x) die ABLEITUNG von f.

2. Ist f differenzierbar, und f’ stetig auf I so nennt man f STETIG
DIFFERENZIERBAR.

3. Sind f und f’ differenzierbar auf I, dann nennt man die Funktion
"= (f") die ZWEITE ABLEITUNG von f.

4. Ebenso definiert man hohere Ableitungen f”, f&, ...

5. f heiBt k-MAL STETIG DIFFERENZIERBAR, wenn f*) existiert und stetig
ist.

6. f heiBt GLATT, wenn fiir alle ¥ € N die Ableitung f*) existiert und
stetig ist.

Satz 7.8 (Differentiationsregeln).

1. SUMMENREGEL (f+9)(z)=f(z)+d(x)
2. PRODUKTREGEL (f9) (z) = f'(x)g9(x) + f(x)d (z)

(z)
3. QUOTIENTENREGEL <f>/ (z) = f(z)g(x) — f(z)g'(z)

g g°(x)
4. KETTENREGEL (fog)(z)= f'(9(x)d (x)
—V1—-224+1 firz>
Beispiel 7.9. Die Funktion f(x) = v rz20 erfiillt
0 fir x <0

£(0) = 0.

Sie ist in g = 0 einmal differenzierbar aber ihre zweite Ableitung in xg =0
existiert nicht. Insbesondere ist f’ stetig.

Es ist
lim@ =0= limM = f(0)
z1t0 X zJ0 X
aber
/! /
lim (=) =0 und lim f(x) =1
zt0 X zl0 X

Satz 7.10 (Ableitung der Umkehrfunktion). Es sei f auf dem Intervall I
streng monoton und differenzierbar und es gelte f' # 0. Dann existiert die
die Umkehrfunktion =1 und sie ist differenzierbar auf J := f(I).
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Firy = f(z) € J, also x = f~1(y), gilt dann
1
frx)
Beispiel 7.11. Wir berechnen die Ableitung der Umkehrfunktion von f(x) =
sin(z), also von f~1(y) = arcsin(y).

(f'(w)

1 1
Wegen Satz 7.8 gilt arcsin’(sinz) = = . Setzen wir noch

cosx V1 —sin?x

y = sinz, so gilt dann schlielich
1

arcsin’(y) = ———.

)=

Beispiel 7.2 (Grundlegende Beispiele — cont.).

f(z) f(z)
Ve 1
T -
NG
1
VT - n e N+
n B :L-n—l
2 1
tanx 1+tan“z = 5
COs* x
. 1
arcsin x _—
V1— 22
1
arccos x —_——
V1—22
1
arctanx 1122

Folgerung 7.12. 1. (f?)'(z) = 2f(z)f'(z).

2. (f")(z) = nf* H(2) f'(2).
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8 Anwendungen der Differentialrechnung

Satz 8.1 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Es sei f auf [a,b] stetig
und auf |a,b| differenzierbar. Dann gibt es ein ¢ €|a, b[ mit

Fb) = f(a)

b—a

file) =

a L C b

Folgerung 8.2. Sei f auf [a,b] stetig und auf ]a, b differenzierbar. Dann
gilt:

>0
>0
Ist f/(x)< <0, fiir alle z €]a, b,

<0
monoton steigend
streng monoton steigend

so ist f auf [a,b] monoton fallend

streng monoton fallend
konstant

Bemerkung 8.3 (Achtung). Die Aussage aus 8.2 ist keine Aquivalenz. Sie
gilt nur in die hier beschriebene Richtung. So kann es sehr wohl Funtionen
geben, die streng monoton sind, deren Ableitung aber Nullstellen aufweist.

Als Beispiel betrachten wir die Funktion f : R — R mit f(z) = 3. Sie ist
streng monoton steigend, aber es ist f'(0) = 0.

Wenn nicht anders angegeben, sind im Folgenden die Intervalle stets offen
(diese werden dann mit I bezeichnet).
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Satz 8.4 (Kriitmmung). Es sei f : I — R zweimal differenzierbar. Dann
heif$t (der Graph von) f ...

1. ... LINKSGEKRUMMT, falls f"" > 0 auf ganz I.

2. ... RECHTSGEKRUMMT, falls f” < 0 auf ganz I.

Definition 8.5 (Wendestelle, Wendepunkt). Es sei f : I — R zweimal
differenzierbar und f”(z¢) = 0 fiir g € I. Dann heifit xg eine WENDESTELLE
und der Punkt (xq, f(z0)) ein WENDEPUNKT (des Graphen) von f.

Definition 8.6 (Extremum). Es sei D € R eine beliebige Teilmenge, f :
D — R und zg € D. (Der Graph von) f hat in z¢ ein ...

1. ...GLOBALES MAXIMUM, wenn f(x) < f(xo) fur alle x € D.

2. ...GLOBALES MINIMUM, wenn f(x) > f(xo) fir alle x € D.

3. ..LOKALES MAXIMUM, wenn es eine Umgebung U,(z¢) gibt, so dass
f(x) < f(xmo) fur alle z € U (xo) N D.

4. ..LOKALES MINIMUM, wenn es eine Umgebung U (xo) gibt, so dass
f(z) > f(xo fir alle x € Uc(z9) N D.
Maxima und Minima fassen wir auch unter dem Namen EXTREMA zusammen.

Wir nennen xy eine EXTREMALSTELLE, f(x) ein EXTREMUM und den Punkt
(xo, f(x0)) einen EXTREMPUNKT (des Graphen) von f.

Satz 8.7 (Notwendiges Kriterium fiir Extrema). Es sei f: 1 — R differen-
zierbar in xo € I. Hat [ in zq ein lokales Extremum, so ist f'(xg) = 0.

Bemerkung 8.8. Die Umkehrung von Satz 8.6 ist in der Regel nicht richtig.
Das zeigt schon das Beispiel f(z) = 2® und z = 0.
Das Phédnomen des letzten Beispiels werden wir nun néher beleuchten.

Satz 8.9 (Hinreichendes Kriterium fiir Extrema). Es sei f : I — R hinrei-
chend oft differenzierbar und xo € I mit f'(x¢) = 0. Dann gilt

1. Ist f"(z0) {i 8}, so hat f in xq ein { lokales Maximum }

lokales Minimum
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2. Ist f"(xo) = 0 und f"(x9) # 0 so hat f in xy eine Wendestelle. In
diesem Full spricht man von einem SATTELPUNKT.

Allgemeiner gilt:

3. Ist f'(x0) = ... = f" D(xg) =0 und f™ #£0, dann gilt

e Ist n gerade, so hat f in xy ein
lokales Mazimum, falls ™ (z¢) <0
lokales Minimum,  falls f™ (z¢) >0’

e [st n ungerade, so hat f in xg einen Wendepunkt.

Beispiel 8.10. Wir betrachten f : R — R mit f(z) = Qfélozx. Da die
Funktion 27-periodisch ist, schauen wir sie uns nur auf einem Teilintervall
an, ndmlich auf [0, 27]. (genauer auf | — 9, 27 + [, da wir ein offenes Intervall

brauchen). Es gilt

() cos z(2 + cos ) — sin z(— sin x) 1+ 2cosz
xTr) = =
(2 4 cosx)? (2 4 cosx)?
und
() —2sinz(2 + cosx)? — (1 + 2cosx)2(2 + cos x)(— sin x)
€Tr) =

(24 cosz)4
_ 2sinz(cosx — 1)
(2 + cosz)?

Die Nullstellen von f’(z) sind damit die Stellen, an denen der Kosinus den

Wert —% annimmt, also x = 2% und z = %”. Beide Werte liefern Extrema

denn:

Die Nullstellen von f”(z) sind gegeben durch die Nullstellen des Sinus und
durch die Stellen, wo der Cosinus den Wert 1 annimmt, also xt =0, z = 7w
und x = 2m. Diese liefern alle Wendepunkte, denn weiter gilt

2(6 cos? z — cos® x — 5)
(2 + cosz)*

7"(z) =
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Mit Hilfe der Differentialrechnung lassen sich bestimmte Grenzwerte ausrech-
nen, die man ohne deren Hilfe nur schwer bekommt.

Satz 8.11 (Satz von 'Hospital). Es sei a ein Randpunkt des offenen Inter-
valls I € R (dabei ist a = +00 ausdriicklich zugelassen), und f und g stetig
differenzierbar auf I. Dann gilt:

/(=)

1. Ist lim f(x) = lim g(x) = 0 und existiert der Grenzwert lim ——= = C,
r—a r—a T—a g (.73)
so gilt ebenfalls lim M =

2. Die Aussage 1 gilt sinngemdjf$ auch fiir Ausdriicke der Form s
00

Bemerkung 8.12. Mit Satz 8.9 kann man auch Ausdriicke der Form 0 - co
und oo — oo behandeln.

Ist etwa lim f(z) = 0 und lim g(z) = oo so gilt lim = oo und lim =
z—a z—a f( )

r—a z—a 9 ( )
0. Schreibt man nun
T T
@)@ = L oder | faygz) = L2
g(z) f(z)

so kann man 8.9.1 oder 2 anwenden.

Ist aber lim g( ) = ilg}l f(z) = oo so gilt ilil}lﬁ = ilg; ﬁo und damit

auch ;13[(11 @@ ) @ = ill)r(ll (ﬁ — ﬁ) = 0. Schreibt man nun
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so kann man 8.9.1 anwenden.

In vielen Anwendungen sucht man nach Funktionen, die einer Gleichung
geniigen, die aufler der gesuchten Funktion auch noch deren Ableitung(en)
enthilt.

Beispiel 8.13 (Freier Fall). Ein Korper befinde sich im freien Fall (Be-
schleunigung g = 9,813 ). Die Funktion f, die die Bewegung des Kérpers
beschreibt erfiillt die Gleichung

f'(@)=—g.

Die Losung dieser Gleichung ist

1
flx) = —§gx2 +vx+h.

Dabei héingen die Parameter h bzw. v der Losung davon ab, aus welcher Hohe,
bzw. mit welcher Anfangsgeschwindigkeit man den Koérper fallengelassen hat.

Beispiel 8.14 (Harmonische Schwingung). Ein Federpendel wird aus
seiner Ruhelage ausgedehnt und dann losgelassen. Die Funktion f, die die
Bewegung des Pendels beschreibt erfiillt die Gleichung

f(x) = —Kf(z).
Dabei beschreibt K die Dehnbarkeit der Feder.

Die Losung dieser Gleichung ist
f(z) = acos(VK z) + bsin(VK ).

Die Parameter a und b werden hier durch die Gréfle der Auslenkung und der
Anfangsgeschwindigkeit, die man dem Pendel mitgibt, bestimmt. (genauer
beschreibt bv/K die Anfangsgeschwindigkeit. )

Beispiel 8.15 (Populationsentwicklung von Bakterien). Die Popula-
tion von Bakterien 148t sich mit Hilfe einer Funktion beschreiben, die die
Gleichung

fl(x) = Kf(2)(G - f(x))

erfiillt. Dabei beschreibt die Konstante K die Vermehrungsrate und G ist
eine Grenzpopulation, die nicht iiberschritten wird.
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Die Losung dieser Gleichung ist

G
f@) = o raere -

Der Parameter ¢ wird durch die anfangs vorliegende Population bestimmt.

beschreibt die Anfangspolpulation.)

(genauer: e
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9 Integralrechnung

Definition 9.1 (Stammfunktion). Es seien f, F' : I — R Funktionen. F'
heiit STAMMFUNKTION von f auf I, wenn F' auf I differenzierbar ist und
F'(z) = f(z) fiir alle z € I.

Wenn wir fiir f eine Stammfunktion suchen, so sagen wir auch: wir INTE-
GRIEREN f.

Wenn wir eine Stammfunktion gefunden haben, so nennen wir f INTEGRIER-
BAR.

Satz 9.2. 1. Ist F' eine Stammfunktion zu f, so ist auch G = F + ¢ mit
einer Konstanten ¢ € R eine Stammfunktion von f.

2. Alle Stammfunktionen zu f sind von dieser Form.

Sind also G und F zwei Stammfunktionen, so gibt es eine Konstante
ceR mit G(z) = F(z) +c.

Definition 9.3 (unbestimmtes Integral). Die Menge aller Stammfunktio-
nen von [ heifit UNBESTIMMTES INTEGRAL von f und wird mit / f(x)dx

bezeichnet.

Ist F' eine Stammfunktion zu f so schreiben wir auch

/f(:v)d:v — F(a)+c.
Satz 9.4 (Linearitdt). 1. /(f(x) +g(x))dz = /f(x)dm+ /g(x)dw.

2. /(cf(x))dm = c/f(x)dm fiir c € R.

Nun folgen zwei wichtige Eigenschaften des Integrals, die sich auf Produk-
te und Verkettungen von Funktionen beziehen. Sie folgen direkt aus den
Rechenregeln fiir das Differenzieren (Satz 7.7).

Satz 9.5 (Partielle Integration). /f(:z:)g'(a:)da: = f(x)g(x)—/f’(x)g(a:)da:.

Satz 9.6 (Substitution). Ist F' eine Stammfunktion zu f und ist g differen-
zierbar, so gilt

/ F(o(@)) ()dz = F(g(x)).
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Folgerung 9.7. Es sei F eine Stammfunktion zu f. Dann ist
1. /f(x+a)d:v:F(m+a)—|—c
1
2. /f(a:c) dv = —F(ax) + ¢
a

1
3. 1. und 2. zusammen geben /f(a:n +b)=—F(ax +b) +c.
a

o

/:L’f(l’2)dl‘ = %F(I'Q) +c

Beispiel 9.8. 1. Wir bekommen grundlegende Beispiele fiir Stammfunk-
tionen, wenn wir die Tabellen zu Beispiel 8.2 von rechts nach links
lesen.

2. Insbesondere kénnen wir alle Polynome integrieren und bekommen fiir

n
p(z) = Z apz”
k=0

Definition 9.9 (Bestimmtes Integral). Es sei f : [a,b] — R eine Funktion.
Dann hat der Wert F'(b) — F'(a) fiir jede Stammfunktion F' von f den gleichen
Wert.

Dieser Wert heifit BESTIMMTES INTEGRAL von f in den Grenzen a und b
und wird mit

b

b
/ f(z)dz = F(z)| := F(b) — F(a).

a
bezeichnet.

f heiflt INTEGRAND und a bzw. b UNTERE bzw. OBERE INTEGRATIONS-
GRENZE sowie [a, b] das INTEGRATIONSINTERVALL.

Satz 9.10 (Eigenschaften des bestimmten Integrals).
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. /aaf(x)da: — 0 und /abf(x)da: _ /baf(x)dx
/abf(:n)d;v - /:f(m)dx+/cbf(:r)dx

st f(z) < g(x) s0 zst/ fa da;</bg(a:)d:c.

~

o

o

b
b [ 1@ - / fla
5. Ist F' eine Stammfunktion zu f und ist g differenzierbar, so gilt
9(b) g(b)
/ flg x)dx = f(t)dt = F(t) .
g(a) g(a)

S

Ist g differenzierbar und bijektiv, so gilt

~1(v)
[ oo = [, feow

Praktische Anwendung von 5. und 6.:

Da man dem Integranden in der Regel den “Faktor” ¢'(x) “nicht ansieht”,
ist ein Mix aus 5. und 6. die am meisten verwendete Variante.

b
Gesucht ist / f(z)dx

Setze u := g(z), was wegen der Invertierbarkeit von g das Gleiche ist wie
-1
9 (u) ==

Damit ist dann (in einer anderen Schreibweise) die Ableitung d—u = ¢'(z).
x

d
Das formt man nun “formal” um zu du = ¢'(x) dz oder + =dx.
997 (w))
Damit ist dann
b g(b) -1
/ f(z)dx :/ f/(gil(u)) du
a gla) 9 (g U))
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b
Satz 9.11 (Integral und Flicheninhalt). Das Integml/ f(x)dx lafst sich

als der orientierter (!) Inhalt der Fliche unter dem Gmp;lzen der Funktion f
im Intervall [a,b] deuten.

Definition 9.12 (Geometrischer Flicheninhalt). Es sei f integrierbar. Der

GEOMETRISCHE FLACHENINHALT Af(a,b) von f auf dem Intervall [a, )]

ist definiert als Inhalt der Fliche, die der Graph von f mit der x-Achse
b

einschlieBt. Dieser 1a8t sich gemafl Ar(a,b) = / | f(x)|dx berechnen.

Beispiel 9.13. 1. Fiir f(z) = 2 ist F(z) = }2* eine Stammfunktion.
1 1
Damit gilt also / f(z)dz = F(m)’ = 0 aber
-1 -

1 1
Ap(=1,1) :/_lf(:v)]d:v:2/0 f(x)dx:F(x)}; -

2. Wir betrachten f :[—1,1] — R mit f = \/1 — 22. Diese Funktion
ist positiv, und deshalb gilt A(— / V1 — z2. Eine Stamm-
funktion von f ist durch F'(x ( V1 + arcsin x) gegeben. Also

1
folgt As(~1,1) = F(x)’ - g

Dass F' wirklich eine Stammfunktion zu f ist, zeigt man, indem man
F' = f nachweist. Wie man das mit Hilfe der Integrationsregeln nach-
weist, folgt nun.

Wir wollen die Funktion f(z) = v/1 — 22 integrieren. Um partielle Integration
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(PI) anwenden zu konnen, schreiben wir
/\/1—x2dx:/1\/1—x2dx
N

1
/mm(—Zr) dx

2
x
=z 1—$2+/daz
V1—2z2
1—(1—2?%

N

=zvV1—2%2+
1— a2

1
—dr — | ——dx
/\/1—562 V1—2z2
=z 1—x2+arcsinx—/\/1—x2dac

Stellen wir das noch nach dem gesuchten Integral um, so erhalten wir schlie3-
lich

=zv1—22+

/\/1 —22dx = %(aj 1 —m2—|—arcsinx).

Wir haben schon gesehen, dass Integration die Umkehrung der Differentiation
ist. Zum Abschlufl dieses Kapitels zitieren wir noch den Satz, der diesen
Sachverhalt mathematisch formuliert. Dieser heif3t

Satz 9.14 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Jede auf
einem Intervall [a,b] stetige Funktion f besitzt eine Stammfunktion F.

Genauer gilt: Definiert man fir x € [a, b]

F(x):= /x f(t)at

so ist diese Funktion auf [a,b] stetig, auf ]a,b[ stetig differenzierbar und es
gilt F'(z) = f(x).
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10 Logarithmus- und Exponentialfunktion

Wir kénnen laut des HDI alle stetigen Funktionen integrieren. Die Funktion
1

f(z) = — tauchte allerdings in unseren Beispielen zur Differentiation nie als
x

Ergebnis auf. (vgl. Tabellen aus Beispiel 9.2). Ihre Stammfunktion kennen
wir also bisher nicht und wir definieren deshalb wie folgt:

Definition 10.1 (Logarithmusfunktion). Die LOGARITHMUSFUNKTION (oder
der LOGARITHMUS) In : RT — R ist definiert iiber eine Stammfunktion der

auf RT stetigen Funktion z — —. Genauer:
T

x

1
lnx::/ —dt.

1t

1
Satz 10.2 (Eigenschaften des Logarithmus). 1. In'(z) = —.
x

2. In1=0.

3. In (%) =—Inz.

4. In(zy) =lnz +Iny.

5. aus 4. folgt In(z9) = qIn(x) fir ¢ € Q.
6. 1In ist streng monoton steigend.

7. mli_}nololnx = 00 und iig(l)lna: = —00.

Da der Logarithmus In streng monoton ist, existiert seine Umkehrfunktion:

Definition 10.3 (Exponentialfunktion). Die EXPONENTIALFUNKTION exp :
R — R™ ist die Umkehrfunktion des Logarithmus In : R* — R.

Die Zahl e := exp(1) = In"!(1) ~ 2, 718281828 .. . heiit EULERSCHE ZAHL.

Satz 10.4 (Eigenschaften der Exponentialfunktion). 1. exp ist streng mo-
noton wachsend.

2. exp(lnz) = In(expz) = x.
3. exp(0) =1 und exp(x) > 0.

4. lim exp(z) = oo und lim exp(z) =0
T—r00 Tr—r—00
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5. exp(x) exp(y) = exp(z + y).
6. Aus 5. folgt exp(qz) = (exp(x))? fiir alle g € Q.
7. exp’(x) = exp(x).

Bemerkung 10.5. Aus Satz 10.4 Punkt 6. folgt exp(q) = € fiir alle g € Q.

Deshalb schreiben wir exp(z) = e* sogar fiir z € R.

Sinn bekommt die Schreibweise aus der vorigen Bemerkung durch

Definition 10.6 (Allgemeine Potenz). Fiir a,b € R mit a > 0 definieren
wir die allgemeine Potenz a® durch

a® = exp(blna).

Mit Hilfe des Logarithmus kénnen wir unsere Integralregeln weiter ergénzen:

1
Satz 10.7. 1. /d:c =lIn|z|+c.
T

f'(z) =In|f(x c
2 /f(x)da:—l 1 (@)] +c.
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11 Partialbruchzerlegung

Zur Erinnerung wiederholen wir die Definition des Polynoms:

Es sei n € N und ag,a1,...,a, € R mit a, # 0. Dann heifit die
Funktion p : R — IR mit

1

n
p(a:) = Zak$k =apx" +an_12" "+ ...+ a1z + qg

k=0
ein POLYNOM.

Die Zahl grad(p) := n heifit der GRAD, die a; heifilen die KOEFFIZIEN-
TEN und speziell a,, der LEITKOEFFIZIENT von p.

Ebenso rufen wir noch einmal den Fundamentalsatz der Algebra 4.11 in
Erinnerung;:

Jedes Polynom n-ten Grades hat eine Faktorisierung der Form

p(@) = an(z —21)" - (2 — 2,k
' (:UQ +ajx + B1)"- - (.CC2 + .z + B)™

mit ZT:k:j +2imi =n.
j=1 i=1

Beachte: In dieser Zerlegung haben die quadratischen Polynome keine
Nullstellen, dh. die Diskriminanten D; = oz]2- — 4p3; sind negativ!

p(z)
q(x)

eine rationale Funktion

Definition 11.1 (Polynomdivision). Sei f(z) =
(dh. p und ¢ sind Polynome).

Dann hat f eine Darstellung

L)
f@) =) + 2

i~

mit Polynomen p;, r derart, dass grad(r) < grad(q) und grad(p;) = grad(p)—
grad(q).
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3
L. 2 —1 z+1
Beispiel 11.2. ° FON T — 21
2t +1 2 oy 1—=z
o ———— — =24+ —5——
2 —x+1 2 —x+1
Satz 11.3 (Partialbruchzerlegung). Sei f(z) = pExi eine rationale Funktion
q(z

mit grad(p) < grad(q).

Dann hat f eine Darstellung der folgenden Form:

Ay Aq Ak,
f(x) R - o) +"'+7(x—a:1)’fl
An | Am o A
x—1x9 (17— 19)2 (z — x9)k2
+...
Bz + Ci Bim,x 4+ Cim,
4o+ p T (22t + f)™
Boyx + Oy B, + Com,
24 agr+ P (2% + agx 4 )™
+...

Bemerkung 11.4 (Vorgehen bei der Partialbruchzerlegung).

In Satz 11.3 sind die (z — ;) und die (22 + oz + ;) die Faktoren aus
der Zerlegung von ¢ geméf Satz 4.8 und k; und m; sind ihre jeweiligen
Vielfachheiten (fiir 1 <i <rund 1<j <s).

Der Aufbau der Summe auf der rechten Seite ist wie folgt:

1. Eine einfache Nullstelle a liefert einen Summanden mit Nenner (z — a)
und Zéhler A.

2. Eine k-fache Nullstelle a liefert £ Summanden mit den Nennern (z —
a),...,(z —a)® und Zahlern wie in 1.

3. Ein einfacher quadratischer Term (2% +az+ ) liefert einen Summanden
mit Nenner (2% + ax + 3) und Zihler Bz + C.

4. Ein m-facher quadratischer Term (22 + ax + 3) liefert m Summanden
mit Nennern (2% 4+ az + f), ..., (22 + az + 8)™ und Zihlern wie in 3.
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Kontrolle: Hat ¢ den Grad n, so miissen auf der rechten Seite genau n
Parameter stehen.

Verfahren zur Berechnung der Parameter:

1. Der Ansatz wird mit dem Hauptnenner multipliziert (also mit q).

2. Die Koeffizienten ermittelt man nun (z.B.) durch Koeffizientenvergleich
(mit Hilfe eines linearen Gleichungssystems - Kapitel 12).

3. (Ergénzung zu 2.) Indem man nacheinander die Nullstellen von ¢
einsetzt, lassen sich einige Parameter direkt bestimmen, ndmlich die
Aji, fir i =1,...7. Das heifit, wenn man nur einfache Nullstellen im
Nenner hat, so liefert dieses Verfahren schon alles.

Integration: Nun konnen wir zur Integration rationaler Funktionen f = %
wie folgt vorgehen:

e Wir dividieren zuerst geméfl Definition 11.1 und erhalten f = p; + g.
e Den zweiten Summanden zerlegen wir dann weiter mit Satz 11.3.

e Integrieren wir nun alle Summanden einzeln, dann sind wir fertig.

Dabei macht p; als Polynom kein Problem und den Rest erledigt der folgende
Satz.

d
Satz 11.5 (Integrale der Partialbriiche). 1. / T |z —al+c
r—a
dx 1
2. = — irn > 0.
/(x—a)”“ n(x_a)n—l-cfurn

g / dz 2 ; (296 + a> N
. = arctan [ ——— c
»?+ax+ B =D vV—D
y / dx B 2r + « 4
") @ +az+ Bt nD(2? + az + B)"H!

2(2n — 1) dx
L5 /(x2+am+5)”'

wobei 8. und 4. fir D = a® — 48 < 0 gelten.
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Bemerkung 11.6 (zu Satz 11.5). Aufler 3. und 4. brauchen wir keine
weiteren Integrale, denn es ist

Bx+C B 20+« +ZC—Ba 1
(22 +ax+p)" 2 (224 ax+p)" 2 (22 +az+B)"°

Der zweite Summand ist nun vom Typ aus Satz 11.3 und der erste Summand
148t sich direkt integrieren:

e Ist n =1, dann ist das Integral des ersten Summanden

B
Eln(av2 +ax+f),

e und ist n > 1, dann ist es

B 1
2(n —1) (22 4+ az + )"~

a3 — 222 + 4 — 2
xd =23+ 222 — 2 +1°

Setzen wir g = 1 in das Nennerpolynom ein, so sehen wir, dass es sich um
eine Nullstelle handelt. Polynomdivision ergibt

Beispiel 11.7. Wir integrieren f(z) =

(' =223 +22° — 20 +1): (z—1) =2 — 2?42 - 1.

Das Restpolynom hat ebenfalls die Nullstelle xyp = 1 und eine weitere
Polynomdivision liefert

(@3- +z—-1):(z—1)=2?+1.

Hier hat der quadratische Rest keine weitere Nullstelle. Ingesamt liefert das
fiir den Nenner die Zerlegung

gt =223 + 207 — 224+ 1= (z - 1)*(2* + 1).

3 — 222 +4x — 2

CESVEICES) erfolgt also mit

Die Partialbruchzerlegung von f(x) =

folgendem Ansatz

x3—2x2+4x—2_ A n B +C’ar:—i—D
(r—1)2@24+1) -1 (z—1)2 2241
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Nach Multiplikation mit dem Hauptnenner liefert das
23— 2% 440 — 2= Az — 1)(2* 4+ 1)+ B(2® +1) 4+ (Cz + D)(x — 1)°.

Da kann man nun die (einzige) Nullstelle einsetzen und erhélt 1= 2B oder

B = % . Das setzten wir ein und erhalten

1 .
x3—2m2+4x—2—§(:c2+1) = A2 —2®+2x—1)+(Cx+D)(z* -2z +1).

Ein wenig Umsortieren liefert
5 5
x3—§$2—|—4x—§ = 23(A+C)+2*(D—A—2C)+ 2(A+C—2D)+(D—A).

Der Koeffizientenvergleich liefert nun das folgende lineare Gleichungssystem
fir A, C' und D:

A +C =1
~A —2C +D =-3
A 4+C —2D =4
—A +D =-2

Zieht man hier in diesem System die zweite von der vierten Gleichung ab, so
ergibt sich daraus 2C = 0, also .

Das in die erste Gleichung eingesetzt liefert sofort .

Und das wiederum in die vierte eingesetzt schliefilich —1 + D = —% oder

D=_3|

Die dritte Gleichung, die wir bisher nicht betrachtet haben, wird von diesen
Werten auch erfiillt. Deshalb sind die gesuchten Koeffizienten

1 3
(AaBaC7D) = (175707_5)

Wir haben nun schliefllich
1 1 1 3 1
J(w) = s—1 2 (x—1)2 22241

Die Integration erfolgt nun summandenweise und liefert

Joone= 5503 oo

1 3
:1n|l’—1| —m_iarctanx‘i‘C.
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12 Komplexe Zahlen

Die Zahlen mit denen wir bisher gerechnet haben, waren die reellen Zahlen
(und Teilmengen davon).

Wenn man sich die Konstruktion der reellen Zahlen genauer anschaut, so
sieht man, dass man mit ihnen alle Punkte auf der Zahlengerade erreicht.

Also: Wozu neue Zahlen?

Wir erinnern uns, dass sich jedes Polynom in Linearfaktoren und quadratische
Faktoren zerlegen 1483t siehe Satz 4.11. Schoner wére eine Zerlegbarkeit nur
in Linearfaktoren.

Problem: Es gibt quadratische Polynome ohne Nullstellen und das Standard-
beispiel ist p(z) = 22 + 1. Eine Nullstelle von p wire eine Wurzel von —1,
die es bekanntlich nicht gibt. (vgl. Satz 2.8)

Wir brauchen also mehr Zahlen, aber wie? Versuchen wir es einfach mit R2.

Definition 12.1 (Rechenoperationen auf R?). Auf R? fiithren wir eine
Addition und eine Multiplikation auf die folgende Art ein:

L. (a,b) + (¢,d) == (a+c,b+d)

2. (a,b)(c,d) := (ac — bd, ad + bc)
Bemerkung: Die Addition, ist die gleiche, die wir auch schon in der Vektor-
rechnung benutzt haben. Nur die Multiplikation ist wirklich neu.

Definition 12.2 (Komplexe Zahlen). Die Elemente der Ebene zusammen
mit der in Definition 12.1 definierten Addition und Multiplikation nennt man
die Menge der KOMPLEXEN ZAHLEN und wir bezeichnen diese mit C.

Ein Element z = (a, b) heifit dann KOMPLEXE ZAHL.

C nennt man auch die GAUSSSCHE ZAHLENEBENE.

Das Rechnen mit komplexen Zahlen erfiillt alle géngigen Rechenregeln:

Satz 12.3 (Rechenregeln fiir komplexe Zahlen). Sind z1 = (a1,b1), 22 =
(ag,b2) und z3 = (as,bs) komplexe Zahlen, so gilt:

1. 21+ 29 =204+ 21.
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2. 2129 = 2921

3. (z1+2)+23=21+ (224 23).

4. (z122)23 = 21(2223).

5. z1(z2 + 23) = 2122 + 2123.

6. Die kompleze Zahl (0,0) erfillt (0,0) 4+ z = z fir jedes z € C.

7. Ist z = (a,b) € C eine komplexe Zahl, so erfillt die komplexe Zahl
—z = (—a,—b) die Gleichung z + (—z) = (0,0).

8. Die komplexe Zahl (1,0) erfillt (1,0)z = z fiir jedes z € C.

9. Ist z = (a,b) € C eine komplexe Zahl mit (a,b) # (0,0), so erfullt die

kompleze Zahl z=1 = (a2 j_ R b2> die Gleichung zz~1 = (1,0).
(Statt == schreiben wir auch 1 ).

10. Es gilt (0,0)z = (0,0) fiir jedes z € C.
Folgerung 12.4. Wenn wir uns auf die komplexen Zahlen beschranken,
deren zweite Komponente verschwindet, also komplexen Zahlen der Form
(a,0), so sehen wir:
1. (a,0) + (b,0) = (a + b,0) sowie
2. (a,0)(b,0) = (ab,0) und insbesondere
3. (a,0)71 = (1,0).

a’
Das heif3t, die Rechenvorschriften nehmen in diesem Fall keine Notiz von
dem zweiten Eintrag.
4. Fiir alle (¢,d) € C ist (a,0)(c,d) = (ac, ad).
Bemerkung 12.5. Folgerung 12.4 sagt uns:

[zu 1.-3.]  Wegen 1.-3. kann man mit den komplexen Zahlen der Form (a,0)
wie mit den reellen Zahlen rechnen. Und zwar entspricht (a,0) dann der Zahl
a.

[zu 4.] Dieser Punkt begriindet diese Interpretation weiter , denn die
Multiplikation komplexer Zahlen mit welchen der Form (a,0) entspricht der
skalaren Multiplikation der Vektorrechnung.
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Wegen Satz 12.3 und der anschlieBenden Bemerkungen liegt die folgende
Definition und Vereinbarung nahe:

Definition 12.6 (Real- und Imaginérteil). Wir identifizieren die reelle Zahl
a und die komplexe Zahl (a,0) € €. So wird R eine Teilmenge von C.

Fir z = (a,b) € C heiit Re(z) := a der REALTEIL und Im(z) := b der
IMAGINARTEIL von z.

Die Gerade {(z,0) |z € R} C C heifit die REELLE ACHSE und wir schreiben
R. Die Gerade {(0,y) |y € R} C C heiit die IMAGINARE ACHSE und wir
schreiben ¢RR.

Die Identifizierung aus Definition 12.6 liefert

Folgerung 12.7. (Zerlegung komplexer Zahlen) Jede komplexe Zahl z =
(a,b) besitzt die Zerlegung

(a,b) = (a,0)(1,0) + (b,0)(0,1) = a + b(0,1).

Diese Folgerung motiviert nun die folgende Definition

Definition 12.8 (imaginére Einheit). Die komplexe Zahl i := (0, 1) heifit
IMAGINARE EINHEIT. Sie erlaubt es, jede komplexe Zahl (a,b) € C in der
Form z = a + 1b darzustellen.

Satz 12.9 (Wurzel aus —1). Die imagindre Einheit erfillt
i*=—1.

In der alten Schreibweise ist das (0,1)(0,1) = (—1,0).

i und damit natirlich auch —i sind Lésungen der (iber R nicht losbaren)
Gleichung 2> = —1.

Achtung:

Auf C gibt es keine Ordnung. Deshalb macht es auch keinen Sinn ¢ der Zahl
—i als Wurzel aus —1 vorzuziehen!

Definition 12.10 (Konjugation und Betrag). Ist z = a+bi € € so bezeichnet

1. Z :=a — ib die zu z KOMPLEX KONJUGIERTE ZAHL.
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2. |z| :==+Va? + b? € R den BETRAG der komplexen Zahl z.

Bemerkung 12.11. zu 1. Geometrisch entspricht die komplexe Konjugati-
on der Spiegelung an der reellen Achse.

zu 2. Der Betrag der komplexen Zahl entspricht der Norm des entsprechenden
Vektors im R?, bzw. dem Abstand des Punktes im R? vom Ursprung.

1. z=z.

o Z z

3. zZw=Zw und (—) =— (fallsw #0).
w w
4. Z =z genau dann, wenn z € R und z = —z genau dann, wenn z € iR.
5. Re(z) = ik und Im(z) = 22_,2
i

6. Insbesondere ist i = —i = 1.

Auch wegen der Bemerkung zu 2. aus Satz 12.12 (der Verwandtschaft zwischen
Betrag und Norm) haben wir

Satz 12.13 (Rechenregeln fiir den Betrag). 1. Es st |z| > 0 und |2] =0
genau dann, wenn z = 0.
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2. |zw| = |z|jw| und | 2| = % (falls w # 0).

3. Fira € R C C ist |a| der gewdhnliche Betrag und es gilt |z = |z|.
4. [Re(2)] < [#] und |im(z)] < |2].

5. Es gelten die DREIECKSUNGLEICHUNGEN, das heifit

|z +w| < |z| 4+ |w| wund “z\ — |w|’ < |z —w|.
Zwei wichtige Figenschaften sind noch
1 z
z

= (falls 2 #0).

E
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13 Gleichungen mit komplexen Zahlen

13.1 Aus komplexen Gleichungen werden reelle Gleichungen

Beispiel 13.1. Es sei zg € C eine komplexe und r € R eine reelle Zahl.

Wir 16sen die Gleichung .

In der Zahlenebene 148t sich das geometrisch interpretieren:

Wir suchen die Menge aller Punkte z, die von zy den Abstand r haben.
(Genauso klappt das natiirlich auch mit < und < oder > und >).

Wir kénnen die Gleichung aber auch in eine rein reelle Form umschreiben:
Ist 29 = (a, b) und schreiben wir z = (z,y) so gilt fiir das Quadrat der obigen
Gleichung;:

(x—a)*+ (y—b)* =12,
Die Losungsmege wird also durch einen Kreis beschrieben.

Wir haben hier die Félle 29 = 2 + ¢ und r = % , also die Menge {z €
Cllz —2—i| = 3} sowie 20 = 0 und r = 1, also den EINHEITSKREIS

{z € C||z|] = 1}, in die GauBsche Zahlenebene eingezeichnet:

iz (2+0) =3/2

Beispiel 13.2. Wir lésen die Gleichung ’ |z 4+ 1] < |z + 1 ‘ Das ist eigentlich
eine reelle Ungleichung. Da beide Seiten positiv sind, &ndern wir die Losungs-
menge nicht, wenn wir quadrieren. Auflerdem wissen wir, dass fiir jede
komplexe Zahl w das Betragsquadrat durch |w|? = Re(w)? 4+ Im(w)? gegeben
ist.

Mit z = a + b ist deshalb
lz+ 12 =(a+1)2+b* und |z +i]> =a® + (b+ 1)%.
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Die Ausgangsungleichung ist also dquivalent zu

(a+1)*+0* <a®>+ (b+1)% odera<b.

13.2 “Echte” komplexe Gleichungen

Beispiel 13.3. Wir losen die Gleichung |2+ (3i — 1)7 = 4i + 1,

Dazu schreiben wir z = a + b, also Z = a — b, und setzen das in die linke
Seite der Gleichung ein:

a+ib+ (3i —1)(a —ib) =a+ib+3ai+3b—a+ib=3b+i(3a+2b).
Ein Vergleich des Real- und Imaginérteils dieses Terms mit dem jeweiligen
der rechten Seite der Ausgangsgleichung liefert die Gleichungen

1 1
3b=1 und 3a + 2b =4, alsob:§unda:§0.

Beispiel 13.4. Eine weitere Form der Gleichung ist die quadratische Glei-

chung | 22 + az + b = 0| mit komplexen Koeffizienten a und b.

Hier kann man zwei verschiedene Fille unterscheiden:

1. Die Koeffizienten a und b sind reell. Dann wissen wir wegen Satz 2.18
insbesondere, ob diese Gleichung reelle Losungen hat und wie diese
gegebenenfalls aussehen.

2. Die Koeffizienten a und b sind beliebige komplexe Zahlen.
Wenden wir uns zunéchst dem ersten Fall zu. Weil wir nun die Moglichkeit

haben aus negativen Zahlen die Wurzel zu ziehen erhalten wir die folgende
Erweiterung von Satz 2.18.

Satz 13.5 (pg-Formel). Sind p,q € R dann ist jede Gleichung z*>+pz-+q =0
in C ldsbar.

Ist D := p? — 4q die Diskriminante, so besitzt die quadratische Gleichung ...

1. ... die eindeutige reelle Losung z = —g falls D = 0.
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2. ... die zwei reellen Losungen
1 1
21:—§(p+ VD) und 22:—§(p—\FD)

falls D > 0.

3. ... die zwei komplexen Losungen

1 1
21:—§(p+i\/—D) und 22:—§(p—i\/—D)

falls D < 0.

Insbesondere gilt im dritten Fall z1 = Z3.

Bemerkung 13.6. Sind p und g komplexe Zahlen, so stimmt die pg-Formel
aus dem vorigen Satz immer noch und liefert die Losungen der (komplexen)
quadratischen Gleichung.

Achtung: Die Losungen sind dann aber nicht komplex konjugiert zueinander!

Dafiir miissen wir allerdings die Wurzel aus einer komplexen Zahl ziehen.
Wie man das macht, erfahren wir im néchsten Kapitel.

Mit Satz 13.5 haben wir die folgende Erweiterung der reellen Variante des
Fundamentalsatzes der Algebra 4.11.

Satz 13.7 (Fundamentalsatz der Algebra). o Jedes nicht-konstante Po-
lynom p hat iber C mindestens eine Nullstelle.

e Jedes nicht-konstante Polynom lifit sich tber C vollstindig in Linear-
faktoren zerlegen.

(Hierbei sind als Koeffizienten ausdricklich auch komplexe Zahlen zugelassen)

Bemerkung 13.8. Sind die Koeffizienten des Polynoms in Satz 13.5 alle
reell, so tauchen die komplexen Nullstellen immer in Paaren aus komplexer
Zahl und deren komplex konjugierter Zahl auf!
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14 Komplexe Polarkoordinaten und Wurzeln

Wir wenden uns nun den komplexen Zahlen als Elemente der Gauflschen
Zahlenebene zu.

Satz 14.1 (Polarkoordinatendarstellung). Sei z € C\ {0} eine komplexe
Zahl, die wir als Punkt in der Zahlenebene betrachten. Dann lGfit sich die
Lage der komplexen Zahl durch den Abstand zum Ursprung und den Winkel
zur positiven reellen Achse eindeutig beschreiben. D.h.: Es gibt eine reelle
Zahl v > 0 und einen Winkel ¢ € [0,27], so dass z die folgende Darstellung
hat

z =r(cos ¢+ isin @)

Diese Darstellung ist fiir z = 0 mehrdeutig, und wir beschreiben z = 0 durch
r = 0 und einen beliebigen Winkel.
A

z=a+ib

2|

Y

a

Definition 14.2 (Polarkoordinaten). Die Darstellung aus Satz 14.1 heifit
POLARKOORDINATENDARSTELLUNG der Zahl z und der Winkel ¢ € [0, 27|
heifit ihr ARGUMENT und wird mit arg(z) bezeichnet.

Bemerkung 14.3. Lifit man die Bedingung fallen, dass der Winkel, der
sich aus der Polarkoordinatendarstellung ergibt, aus [0, 27[ stammt, dann
spricht man lediglich von dem (besser: einem) POLARWINKEL von z.

Z.B. entspricht eine rein imaginére Zahl, etwa i, den Winkeln 7, 57” oder
auch %ﬂ, denn das Hinzuaddieren von 27 &dndert den Sinus- und den

Cosinuswert nicht.

Das Argument einer komplexen Zahl entspricht somit einer ”Normierung”
dieses Polarwinkels.

Satz 14.4 (Umrechnung Polarkoordinaten <+ kartesische Koordinaten).
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1. Ist z = r(cos ¢ + isin @), so ist z = a + ib mit

a=rcos¢ und b=rsing.

2. Ist 2 =a+1ib, so ist r = |z| = Va? + b% und fiir z # 0 ist

(arctan (g) fallsa > 0,b> 0,

5 fallsa=0,b> 0,
¢ =arg(z) = { arctan (2) +7  fallsa <0,

37“ fallsa=0,b<0,

| arctan (%) + 27 fallsa>0,b<0,

Bemerkung 14.5. Wie oben erwihnt, entspricht die Beschriankung von
arg(z) auf [0,27[ einer Normierung des Polarwinkels. Statt dessen hétte
man sich genauso gut fiir | — 7, 7] entscheiden kénnen (oder jedes andere
halboffene Intervall der Lénge 27).

Man sollte sich die Formeln fiir das Argument
nicht merken, sondern ein Gefithl dafiir ent-
wickeln, in welchem Quadranten der Punkt sich

m v
befindet.

Dann braucht man lediglich den Wert arctan ‘%’ zu berechnen und entweder
diesen nutzen (I), von 7 abziehen (II), auf 7 aufaddieren (III) oder von 27
abziehen (IV).
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Beispiel 14.6.

z |z| | arg(z) |arctan ‘%‘
7 7 0 0
2i 2 im —
T+i ||vV2| g7 in
—1++/3i 2 %71’ %7?
-1-2i || V5|~ 1357 | ~0.357
435 5 | =1.8nw ~ 0.27

Satz 14.7 (Rechnen mit Polarkoordinaten). 1. Fiir alle reellen Zahlen a

gilt: Es ist a > 0 bzw. < 0 genau dann, wenn arg(a) =0 bzw. = 7.

2. Fira € R”% und z € C gilt: arg(az) = arg(z).

3. Fiir die komplex konjugierte Zahl z ¢ R=" gilt:

|Z| = |z| wund arg(z) =27 — arg(z)
Fiir z € R ist |2| = |z| und arg(z) = arg(z) = 0.

1 1
4. Wegen — = —=7Z gilt fir z ¢ R>Y:
z |7

1 1
= 7l und  arg <z> =27 — arg(z).

Fiir z € R0 ist E} = ‘zi' und arg (1) = arg(z) = 0.

5. Fir das Produkt zweier komplexer Zahlen gilt:

wz| = Jwl|z]
und
arg(w) + arg(z) falls arg(w) + arg(z) < 27
arg(wz) =
arg(w) + arg(z) — 2w falls arg(w) + arg(z) > 27
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6. Fiir die Potenzen einer komplexen Zahl gilt:
|2 = |z|* und arg(z") = narg(z)

(dabei gilt die letzte Gleichung nur bis auf die Addition eines Vielfachen
von 27 ).

Bemerkung 14.8 (Vorsicht!). Die Eigenschaften fiir die Argumente in
Satz 14.7 héangen von der Wahl des gewéhlten Intervalls ab. Bei uns ist das
immer [0, 27].

Beispiel 14.9. Fiir alle z # 0 ist —z = (—1) - z und damit
arg(—z) = arg((—1) - z) = m + arg(z) falls arg(z) <
und
arg(—z) = arg((—1) - z) = arg(z) — 7 falls arg(z) > .

Bemerkung 14.10 (Geometrische Interpretation von Summe und Produkt).

e Produkt: Wegen Punkt 5 des letzten Satzes gilt: Der Polarwinkel des
Produktes zweier komplexer Zahlen ist die Summe der Polarwinkel der
einzelnen Faktoren und die Linge des Produktes ist das Produkt der
einzelnen Léngen (man spricht auch von einer Drehstreckung).

e Summe: Die Summe zweier komplexer Zahlen entspricht der vektori-
ellen Addition der einzelnen Summanden (da die Summe — wie die
Vektoraddition — komponentenweise definiert ist).

Z122 A Im
o 22
>
F1ra\----1-+/1rg !
¥2 1
1
- ~ ’Rc
P1 + w2

Fiir verschiedene aus z gebildete komplexe Zahlen erhalten wir dann in der
komplexen Ebene das Folgende:
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Imz 5

(
N | =
NI

Satz 14.11 (Wurzeln). Jede komplexe Zahl w # 0 hat n n-te Wurzeln. Mit
anderen Worten: Die Gleichung z"™ = w hat genau n verschiedene Ldsungen
Wi, Wa, . .., Wy, (die WURZELN von w). Ist ¢ = arg(w), so sind diese Wurzeln

wy = W (cos (@) + isin (W)) ,

firk=1,...,n.

Beispiel 14.12. Lise die Gleichung w® = —(—1 — i) =: 2.

Sl

W1

" o = |ws| =1

Z W3
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Definition 14.13 (Komplexe Exponentialfunktion). Fiir z = a + ib € C
definieren wir

exp(z) := e%(cosb+isinb).

Bemerkung 14.14. e Fiir a € R C C gilt exp(a) = €%, so dass man
hier die reelle Exponentialabbildung zuriickerhalt.

e Fiir ib € iR C C gilt exp(ib) = cosb + isinb.
Satz 14.15 (Formel von Moivre). Fir alle x € R und n € N gilt
(cosz +isinz)" = cos(nzx) + isin(nz) .
Bemerkung 14.16. Fiir alle z € C und n € N ist

exp(nz) = (exp(z))"

Neben der letzten Eigenschaft erfiillt die komplexe Exponentialfunktion auch
die anderen Eigenschaften ihrer reellen Schwester und wir schreiben deshalb
wie im reellen Fall

z

e” = exp(z).

Dann bekommt die Polarkoordinatendarstellung einer komplexen Zahl die
kompakte (und iibliche) Form

z =re'?.
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15 Lineare Gleichungssysteme

Bei der Integration rationaler Funktionen, bzw. bei der Partialbruchzerlegung,
sind wir auf ein besonderes System von Gleichungen gestoflen.

Dabei handelte es sich um ein System mit mehreren Variablen, die auf eine
ganz spezielle Art in das System eingehen.

Definition 15.1 (Lineares Gleichungssystem — LGS). Ein (reelles) LINEARES
GLEICHUNGSSYSTEM (LGS) mit n Variablen 1, z9, ..., x, und m Gleichun-
gen hat folgende Gestalt

a1121 + a12Ts + ... + a1y, = b1
a1 %1 + a2 + ... + agpn Ty = bo
Am1T1 + Qa2 + . .. + ATy = by,
mit a;;,b; € Rfir1 <i:<nund 1 <j <m.

Die a;; heiflen die KOEFFIZIENTEN des LGS und die b; heiflen die RECHTE
SEITE des LGS.

Das LGS heifit HOMOGEN, wenn alle b;’s verschwinden.

Notation 15.2. Statt der Form in der Definition benutzen wir auch die
etwas kompaktere Schreibweise

all a2 e QA1n bl
a1l ago . aon b2
Aml Gm2 .. Gmnl| b

oder noch kompakter

(Alb)
mit
ail a2 AT ) b1
asy aso o Qop bg
A= und b:=
Am1 Am2 ... 0mn bm
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Definition 15.2 (cont.). Die Losungsmenge des LGS (A|b) bezeichnen wir
mit

L(A,b) := {(21,...,2n) € R"| (21, ...,2p) 16st (A[b)}
Satz 15.3 (GauB-Operationen). Die folgenden Operationen angewendet auf
das System (A|b) verdndern die Losungsmenge des LGS nicht:
1. Multiplizieren einer Zeile mit einer Zahl a # 0.
2. Vertauschen von Zeilen.
3. Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.

4. Vertauschen von Spalten

Bemerkung 15.4 (Achtung). Wenn man Punkt 4. anwendet, muss man
sich merken, welche Variable zu welcher Spalte gehort!

Satz 15.5 (GauB-Algorithmus). Es sei (A|b) ein lineares Gleichungssystem,
dann kann man durch geeignete Gauf-Operationen erreichen, dass das LGS
die folgende Form bekommt:

— [l 3 :E £

U P \

1 0 0 = ¥ | c1
0 1 0 x| c¢9
00 -+ 1 % -+ x| ¢
00 - 00 -+ 0]cpm
00 - 00 - 0| cn

Dabei gibt jy an, dass diese Spalte zur jy-ten Variablen gehdrt.
Die Zahl k nennt man den RANG des LGS.
Bemerkung 15.6 (Praktische Durchfithrung des Gauf-Algorithmus).

Step 1: Wir versuchen durch 3.(Tausch von Zeilen), 4.(Tausch von
Spalten) und 1.(Skalierung einer Zeile) eine “1” in die obere linke Ecke
zu bekommen. (Ist dies nicht moglich, dann endet der Algorithmus,
denn die Koeffizienten, mit denen man diesen Schritt gestartet hat,
sind alle Null.)
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Step 2: Durch Anwenden von 2.(Addition von Zeilen) erzeugen wir
Nullen unterhalb und oberhalb dieser “1”.

Step 3: Wir beginnen nun wieder mit Stepl. Allerdings wenden wir
ihn auf das kleinere System an, das wir durch Loschen der ersten Spalte
und ersten Zeile erhalten.

Beispiel 15.7. Wir 16sen das LGS

2x1+ 6x9+ 2x4 = 10
1+ 3xo+ a3+ 224 = 7
3x1+ 9$2+ 4333 = 16
3x1+ 9xo+ a3+ x4 = 17
oder
2 6 0 2|10
1 3 1 2|7
39 4 0|16
3 91 1|17

1.) Vertausche Z1 und Z2.

1 3 1 2|7
2 6 0 2]10
39 4 016
3 9 1 117

Tr1 T2 I3 Ty

1 3 1 2 7
0 0 -2 -2|-4
0 0 1 —-6]-5
0 0 -2 -2|-4

3.) Vertausche S2 und S4.

Tr1 T4 r3 T

)

1 2 1 3 7
0O -2 -2 0|4
0O -6 1 0|-5
0O -2 -2 0|4
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4.) Addiere Z2 zu Z1, dann (—3)x Z2 zu Z3 und (—1)x Z2 zu Z3. Dann

multipliziere Z2 mit —%.

ri T4 T3 T2

1 0 -1 3|3
0 1 1 0]2
o 0 7 017
0O 0 0 010

5.) Multipliziere Z3 mit 1, addiere (—1)x Z3 zu Z2, dann Z3 zu Z1.

T1 T4 T3 T2

1 0 0 3|4

0 1 0 0|1

0 0 1 0|1

0O 0 0 010
Dies ist nun die Endform des Gauf}-Algorithmus, aus dem wir die Losung
ablesen:

Der Rang des LGS ist £ = 3 und als freien Parameter wahlen wir zs.

Wir schreiben die Gleichungen noch einmal aus:

T1+3xy =4
Ty =
r3 =
und es gilt

L(A, b) = {(xl,xg,xg,x4) S ]R4|1'1 =4 —3x9,x3=1,24 = 1}

Setzen wir x9 = ¢ fiir den freien Parameter, so schreiben wir auch

T 4 -3

. i) . 0 1
L(A,b) = wl =]t o ||tER

Ty 1 0

Schauen wir uns nochmal das Endergebnis des GauB-Algorithmus aus Satz
15.5 an. Wir wollen iiberlegen, wie man daraus etwas {iber die Losbarkeit
des Ausgangs-LLGS sagen kann.
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— o~ =2 E £
AN AN 1
1 0 0 =x c1
01 0 = co
00 -+ 00 - 0]cpp
00 - 00 - 0| ¢

Satz 15.8 (Losbarkeit eine LGS). Es sei (A|b) ein LGS vom Rang k. Der
Gauf-Algorithmus liefert die folgenden Fille fiir die Losungsmenge L(A,b):

1. Ist mindestens eine der Zahlen cpy1,...,cm ungleich Null, so ist
L(A,b) =0.
2. Istk=n<m und chr1 = ... = ¢y = 0, so ist das System eindeutig

losbar und es gilt
L(Ab) = {(z1,...,2n) | 2j, = C1,Tj, = C2,...,Tj, = Cp}.
3. Ist k <nund cgy1 = ... = ¢y = 0, so konnen die n — k Variablen

Tjy 15T, als freie Parameter gewdhlt werden.

Damit sind die Werte xj,,...,x;, fir jede Wahl der Parameter ein-
deutig bestimmt.

Man sagt: Die Lésungsmenge L(A,b) ist (n — k)-DIMENSIONAL.
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16 Vektoren

In Kapitel 1 haben wir das Kreuzprodukt von Mengen eingefiihrt: Fiir eine
Menge M sind die Elemente aus M™ := M x M x ... x M genau die n-Tupel

n-mal
(m1,ma,...,my) mit m; € M. (vgl. Definition 1.5). Das nutzen wir fiir die

folgende Definition aus.

Definition 16.1 (Vektoren im Zahlenraum). Ein VEKTOR mit n Kompo-
nenten (im Zahlenraum) ist ein n-Tupel reeller Zahlen, also ein Element aus
R™. Wir schreiben die Komponenten eines Vektors in eine Spalte:

U1 (Manchmal benutzen wir die platzsparende

G v2 Schreibweise 7 = (vy,va,...,v,)T, wobei T an-
: deutet, dass wir eigentlich einen Spaltenvektor
Un meinen).

Mit Vektoren kann man auch rechnen:

Definition 16.2 (Rechnen mit Vektoren).

U1 w1
e Man kann zwei Vektoren ¢ = | : | und @ = | : | miteinander
Un, Wn
U1+ wy
addieren, gemafl v+ W =
Up, + Wy
U1
e Man kann einen Vektor ¥ = | : | und eine reelle Zahl o € R mitein-
Un
[e%%]

ander multiplizieren, gemifl « - v =

Qv

Wir beschrinken uns in der kommenden Betrachtung auf R? (obwohl alles
auch im Hoherdimensionalen richtig bleibt).
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Bemerkung 16.3 (Vektoren und Geometrie). Wir identifizieren einen Vektor
H

a= (Z;) mit dem Pfeil OA, der den Ursprung O der Ebene mit den Punkt

A = (a1, az) verbindet. Sei b ein weiterer Vektor mit zugehérigem Punkt

B = (b1,b2) und « eine reelle Zahl.

- —
e Die Addition @ + b entspricht einem Pfeil OC, wobei der Punkt C wie
folgt konstruiert wird:

H
Verschiebe den Pfeil OB so, dass sein Anfang in A liegt. Dann zeigt
das Ende dieses verschobenen Pfeils auf den Punkt C.

_b

a+b
a-b

() b (b) ©

—
e Die Multiplikation ad entspricht dem Pfeil OD, wobei der Punkt D
wie folgt konstruiert wird:
— —
Ist & > 0, so entspricht die Richtung des Pfeils OD der von OA und
— —
die Lange des Pfeils OD ist gegeben durch die Liange des Pfeils OA
multipliziert mit a.
H
Insbesondere ist fiir & = 0 das Produkt 0a gerade der Nullvektor OO,
also D = O.

Ist o < 0 so kehrt sich die Richtung um, aber die Lénge ist die gleiche
wie im ersten Fal'
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Satz 16.4 (Rechenregeln fiir Vektoren). Es seien @,V und W Vektoren und
a und B seien reelle Zahlen, dann gilt:

1. V+W=w+7v

2. U+ (U4 W) = (0 + V) +

3. a-(B-V)=(af) v

4. (a+p) U=a-T+5-7

5. a-(T+W)=a-U+a- -0

6.1-7=7

7. Es gibt einen NULLVEKTOR 0 mit +0 =0+ 7 = 7.

8. Zu ¥ gibt es einen Vektor —v mit ¥ + (—7) = 0.

Bemerkung 16.5. (zu 7.) ... némlich 0 := (0,0,...,0)T.

(zu 8.) ... nimlich —7 := (1) -7 = (—v1,..., —v,)T.

Definition 16.6 (Linearkombination). Es seien ¢,...7; € R™ Vektoren.
Eine Summe der Form

1T + ool + ... + ot € R"

heifit LINEARKOMBINATION und die Zahlen a; € R heilen KOEFFIZIENTEN
der Linearkombination.

Beispiel 16.7. Der Vektor (6,4,2)” € R? ist eine Linearkombination der
Vektoren (1,0,0)%, (0,1,0)% und (0,0,1)T mit den Koeffizienten 6, 4 und 2.
Er ist aber auch eine Linearkombination der Vektoren (2,1,3)7, (4,2,1)
und (1,0,1)7 mit den Koeffizienten %, % und —2.

Definition 16.8 (linear abhéngig, linear unabhéngig). Die Vektoren v, ...,
U € R™ heiflen LINEAR ABHANGIG, wenn es Zahlen «aq,...,a; € R gibt, so
dass

1. die ¢; nicht alle Null sind und

2. die Linearkombination cq v + aio¥s + . . . + ¥, den Nullvektor 0 ergibt.
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Sie heiflen LINEAR UNABHANGIG, wenn sie nicht linear abhéngig sind.

Folgerung 16.9. Die Vektoren 1, ... 7 sind genau dann linear unabhéngig,
wenn die Gleichung

a1V + oty + ...+ ot =0

(als Gleichung fiir die Zahlen aq, ..., ) nur die Losung a1 = ... =y, =0
hat.
1 2 1
Beispiel 16.10. 1. Die Vektoren @i = (2|, 7= (8], 4= 0| e R3
3 6 3

sind linear abhiingig, denn es gilt 47 + (—1)7 + (—2)@ = 0.

2. Die Vektoren ¢ = (;) , W = (f) € R? sind linear unabhingig, denn

ot + B = 0 ist gleichbedeutend mit (;;) + <2§> = (8) und damit
gleichbedeutend mit dem LGS

a+28 =0
20+ =0
und dies hat die eindeutige Losung o = § = 0 (vgl. Kapitel 15).
Bemerkung 16.11. 1. ¥ € R"™ ist linear abhéngig, genau dann, wenn
v =0.

2. Die lineare Abhiingigkeit zweier Vektoren @, @ € R3 ist gleichbedeutend
mit jeweils
a) U und w liegen auf einer Geraden durch den Nullpunkt.
b) Je einer der Vektoren ist ein Vielfaches des anderen.

3. Die lineare Abhingigkeit dreier Vektoren @, 7, w € R? ist gleichbedeu-
tend mit jeweils
a) i, ¥ und W liegen in einer Ebene durch den Nullpunkt.

b) Mindestens einer der Vektoren ist eine Linearkombination der ande-
ren beiden.

Bemerkung 16.12 (Erzeugnis, Basis). 1. Das ERZEUGNIS der Vektoren

U1,...,0; € R™ ist die Menge aller Linearkombinationen dieser Vekto-
ren.
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i. Das Erzeugnis eines Vektors ist eine Gerade durch den Nullpunkt.

ii. Das Erzeugnis zweier Vektoren ist a) eine Gerade, wenn die Vek-
troen linear abhingig sind oder b) eine Ebene, wenn sie linear
unabhingig sind.

2. Das Erzeugnis als Teilmenge der Menge R™ erfiillt die Punkte 1.-8.,
siehe Satz 16.4.

3. LaBt sich jedes Element von R™ eindeutig(!) als Linearkombination
der Vektoren v1,...,7, € R" darstellen, dann nennt man {171, - ,27n}
eine BASIS von R".

4. Die Eindeutigkeit fiir alle Vektoren kann nur dann klappen, wenn es
sich in 3. um genau n Vektoren handelt.

5. Die Elemente einer Basis sind linear unabhéingig, z.B besitzt eine Basis
des R? genau zwei und eine Basis des R? genau drei Vektoren.

6. n Vektoren des R” sind genau dann linear unabh&ngig, wenn sie eine
Basis bilden.

7. Die STANDARDBASIS des R"™ besteht aus den KANONISCHEN EINHEITS-

VEKTOREN
1 0 0
0 1 0
0 0 0
51 = 752 = . ) 7€n =
0 0 0
0 0 1

Beispiel 16.13. Jeder Vektor des R? l:}t sich mit Hilfe der Vektoren (1,0)7,
(0,1)" und (1,1)T darstellen, jedoch nicht eindeutig. Eindeutigkeit bekommt
man, wenn man einen der Vektoren weglafit.

Beispiel 16.14 (Vektoren und Geometrie).
e Verbindet man in einem Dreieck die Seitenmitten, so erhélt man ein
Dreieck, dessen Seiten zu den Seiten des Originaldreiecks parallel sind.

e Verbindet man in einem Viereck die Seitenmitten, so erhélt man ein
Parallelogramm.
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17 Skalar- und Vektorprodukt

Bisher hatten wir die Mdéglichkeit Vektoren des R™ zu addieren und Vektoren
mit rellen Zahlen zu multiplizieren.

Man kann aber auch Vektoren miteinander multiplizieren, nur ist das Ergebnis
kein Vektor, sondern eine Zahl.

Im Spezialfall n = 3 gibt es auch ein Produkt, dass fiir zwei Vektoren einen
Vektor liefert. (Solch ein Produkt gibt es auch noch einmal im R)

Definition 17.1 (Skalarprodukt, Norm und Winkel).

e Das SKALARPRODUKT zweier Vektoren o, w € R ist definiert durch

—

U-W:= viwy + vawsg + ... + v Wy, .
e Die NORM (oder der BETRAG) eines Vektors ist definiert durch

0] := VT = \Jo2 + 03 + ... 402

e Der WINKEL ¢ € [0, 7] zwischen zwei Vektoren U, % € R" ist definiert
durch

ORE}
COSQY ‘= "= S -
151}z

Geometrische Situation:

g

p all

—

<

., ., u
[l] = [l cos

Mit den Bezeichnungen aus der Abbildung gilt: ||0]|||@] = ¥ - &@. D.H.: Der
Wert des Skalarproduktes entspricht dem Flacheninhalt des Rechtecks, das
von ¥ und der um 90° gedrehten Projektion von w auf ¢ aufgespannt wird.

fakultat fur FRANK KLINKER
mathematik MATHEMATISCHER VORKURS 2012



17 SKALAR- UND VEKTORPRODUKT 85

Satz 17.2 (Eigenschaften des Skalarproduktes und der Norm).

- 1
v

v+ w =0 genau dann, wenn ¥ und W senkrecht aufeinander stehen.
Der Vektor (_ab) steht senkrecht auf dem Vektor (3).
17} = 0.

|7]| = 0 genau dann, wenn ¥ = 0.

o RS

o] = | [|7].
Satz 17.3 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Fir Vektoren U und @ gilt
|0~ di| < [ F}{]]] -

Die Gleichheit tritt genau dann auf, wenn ¥ und @ linear abhdingig sind.

Satz 17.4 (Dreiecksungleichung). Fir Vektoren ¢ undn @ gilt
17+ wif| < [|7]] + |||

und
1l = 18]] < 117 -],

sowie damit dann
17— ]| < || = al + [|a — |-

Satz 17.5 (Parallelogrammgleichung). Fiir Vektoren ¥ und W gilt
|17+ @|* + |7 — @||* = 2|3]|* + 2[|7]>.

Wie schon zu Beginn des Kapitels angedeutet gibt es im Fall des R? noch ein
Produkt zwischen Vektoren, dass als Ergebnis wieder einen Vektor liefert.
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V1 w1
Definition 17.6 (Kreuzprodukt). Es seien o = | v | ;0 = [ wo | € R3.
U3 w3

Dann ist das KREUZPRODUKT (oder VEKTORPRODUKT) ¥/ X i definiert durch

V2W3 — V3wW2
U X W= V3w — v1ws
V1w2 — V2w

Satz 17.7 (Eigenschaften des Kreuzproduktes).

1. ¥x W= —wx7.
2. U x (aw + i) = o x @) + B(T x @).
3. Ist o der Winkel zwischen U und @ so ist ||U x &|| = ||9||||«7]| sin cx.
4. Ux W =0 genau dann, wenn ¥ und & linear abhingig sind.
5 (Tx @) 7= (Txw) @ =0.
D.h. U x W steht sowohl senkrecht auf U als auch auf .

Geometrische Eigenschaften:

6. |0 x Wl entspricht dem Flicheninhalt des von ¥ und W aufgespannten
Parallelogrammes.
D.h.: ||T x @ = ||9]||| @] siné

7. U, W und ¥ X @ bilden in dieser Reihenfolge ein RECHTSSYSTEM.
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Mattelfinger Rechte-Hand-

=1
X
g

Regel
b
W -
Zewgefinger .

U - -
Daumen

Eine Kombination des Sakalrproduktes und des Kreuzproduktes im R? liefert
ein weiteres geometrisch relevantes Produkt:

Definition 17.8 (Spatprodukt). Das SPATPRODUKT dreier Vektoren i, U, €
R? ist definiert durch

s(u, ¥, W) = 4 - (U x @)
Die folgenden Eigenschaften des Spatproduktes sind direkte Konsequenzen
aus denen der beiden beteiligten Produkte:

Folgerung 17.9 (Eigenschaften des Spatproduktes). 1. Das Spatprodunkt
ist TOTAL SCHIEFSYMMETRISCH, d.h.

2. Der Betrag des Spatproduktes |s(i, U, &)|, entspricht dem Volumen des
von u, ¥ und w aufgespannten Spats.

=1

Sl
X
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3}
Bemerkung 17.10. Man kann das Spatprodukt der Vektoren 4 = | ug |,
u3
(%] w1
U= | vy | und @ = | we | mit Hilfe der Sarrus-Regel berechnen.
U3 w3
Ul U1 U1
U2 V2 w2 V2
u3 U3 3

/

- — — + +

Es ist ndmlich

$ (U, U, W) = ugvows + vjwaous + W1ugls — UjWaV3 — V1 UWE — W] VU3
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18 Geraden und Ebenen

Definition 18.1 (Gerade und Ebene). Es seien ¥, @ € R? linear unabhiingige
Vektoren und d ein weiterer Vektor.

e Eine GERADE g ist eine Menge der Form
g={F¥=a+1tv|t e R}.
e Eine EBENE F ist eine Menge der Form
E={f=d+ti+s|t,s € R}.
Dabei heifit @ AUFPUNKTVEKTOR und ¢ bzw. ¥, w heilen RICHTUNGSVEK-

TOREN der Geraden bzw. Ebene.

Diese Darstellungen nennt man PARAMETERDARSTELLUNGEN der Geraden
bzw. Ebene.

Bemerkung 18.2. Die Richtungsvektoren sind nicht eindeutig.

e Im Fall der Gerade ist mit ¥ auch jeder Vektor av fiir o # 0 ein
Richtungsvektor der gleichen Geraden.

e Im Fall der Ebene 148t sich jeder der Richtungsvektoren ' und w durch
eine Linearkombinaton ot + S ersetzen, ohne die Ebene zu dndern
(man muss nur die lineare Unabhéngigkeit erhalten).

Definition 18.3 (Parallelitit). e Zwei Geraden im R? heilen PARAL-
LEL, wenn ihre Richtungsvektoren linear abhéingig sind.

e Zwei Ebenen im R? heiflen PARALLEL, wenn die Richtungsvektoren der
einen Ebene jeweils als Linearkombination der Richtungsvektoren der
anderen Ebene dargestellt werden konnen.

Definition 18.4 (Normalenvektor einer Ebene). Ein Vektor 7 heifit NOR-
MALENVEKTOR der Ebene E, wenn 7 auf zwei (linear unabhéngigen) Rich-
tungsvektoren der Ebene senkrecht steht. Gilt zusétzlich noch ||7i]| = 1, so
nennt man 7 einen EINHEITS- NORMALENVEKTOR.

Bemerkung 18.5. Steht ein Vektor auf zwei Richtungsvektoren einer Ebene
senkrecht, dann bereits auf allen moglichen.
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Satz 18.6 (Berechnung eines Normalenvektors).

1. Sind U und W Richtungsvektoren einer Ebene, so ist

1
ﬁ = TS S (17 X 117)
|7 x |
ein Einheitsnormalenvektor der Ebene.

2. Der FEinheitsnormalenvektor einer Ebene ist bis auf das Vorzeichen
eindeutig.

3. Zwei Ebenen sind genau dann parallel, wenn die Einheitsnormalenvek-
toren (bis auf das Vorzeichen) ibereinstimmen.

Bemerkung 18.7. Punkt 3 ist gleichbedeutend damit, dass zwei beliebige
Normalenvektoren linear abhéngig sind.

Geraden sind bereits durch die Angabe zweier unterschiedlicher Punkte
eindeutig festgelegt, eine Ebene durch die Angabe dreier Punkte, die nicht
auf einer Geraden liegen.

.
Satz 18.8. FEs seien P und Q) zwei Punkte im Raum und p = OP und

H
q = 0Q die zugehdrigen Ortsvektoren. Dann gibt es genau eine Gerade durch

P und Q. Diese ist gegeben durch
gpQ ={P+tF—q [t €R}.

H
Es sei R ein weiterer Punkt, der nicht auf der Geraden gpq liegt und ¥ = OR
sein Ortsvektor. Dann gibt es genau eine Ebene, die die Punkte P, QQ und R
enthdlt. Diese ist gegeben durch

Epgr={p+t(p—q) +s(p—7)|t,s € R}.

Satz 18.9 (Hessesche Normalenform).

1. Eine Ebene E im R? und @ ein beliebiger Aufpunktvektor. Dann lift
sich E in der Form
E={Z|n-(¥—a) =0},
darstellen, wobei i ein Normalenvektor der Ebene ist. Mit & = (x,y,z)T
und @ = (a,b,c) und 7 - @ = d schreibt sich die Ebene als

E={(z,y,2)" |az + by +cz=d},
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2. Ist i1 ein Finheitsnormalvektor der Ebene, so ist dy := 7i - @ unabhdngig
von der Wahl des Aufpunktes.

3. Wahlt man den Einheitsnormalenvektor i so, dass dg > 0, so nennt
man die Darstellung

E={Z|n-7=dy}
HESSESCHE NORMALENFORM (HNF') der Ebene.

4. Ist dy > 0, so ist die HNF' eindeutig.

Beispiel 18.10 (Umrechnung: Parameterform — Normalform). Liegt eine
Ebene in Parameterform E = {Z|Z = d + t0 + sw,t,s € R} vor, so ist eine
Normalform durch E = {Z| (¥ x @) - & = (¥ x W) - @} gegeben.

Z.B.: Fiir
2 1 4
T=11]+t|2]+s|2
0 4 1
—6
ist U x W= |15 | und (¥ x &) - @ = 3, so dass eine Normalenform durch
—6
—6x + 15y — 62 =3
—6
gegeben ist. Wegen 15 = 3v/11 ist die HNF dann
—6

2 5 2 1
—_ €T + — z =
V33 V 33y V33 V33
Beispiel 18.11 (Umrechnung: Normalform — Parameterform). Liegt eine

Ebene in Normalform E = {Z| ax + by + cz = d} vor und ist etwa a # 0 (d.h.
E ist nicht parallel zur z-Achse), so kann man die Bedingung ”aufbléhen” zu

— 4 _by _c¢
x= at oS
y= 13
z = S

Das wiederum kann man schreiben als
d b c

a a a
=0 +¢t| 1 | +s| O
0 0 1

und liefert damit eine Parameterdarstellung der Ebene.
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Mit Hilfe der HNF kann man den Abstand eines Punktes von einer Ebene
bestimmen

Satz 18.12 (Abstand Punkt <> Ebene). Es sei {Z|7i-Z = dy} die HNF der
Ebene E und a@ ein beliebiger Aufpunktvektor. Ferner sei P ein Punkt im
Raum und p sein Ortsvektor. Dann misst

d(P) = |- (@ —p)|

den Abstand des Punktes P von der Ebene E. Insbesondere gilt fiir den
Nullpunkt d(O) = dy.
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19 Aussagenlogik

Definition 19.1 (Wahrheitswerte, Aussagen). Eine (LOGISCHE) AUSSAGE
A ist eine Behauptung iiber einen Sachverhalt, der genau einer der beiden
WAHRHEITSWERTE “wahr” (w) oder “falsch” (f) zugeordnet werden kann.

Beispiel 19.2. Die folgenden Sétze sind Aussagen

“Die Temperatur in Dortmund betrigt heute 25°.”
e “Der Erdboden ist nass, also regnet es.”

e “Es regnet, also ist der Erdboden nass.”

e 24+ 2 =4 oder auch “sinm =1"

e “24+1=3o0dersinm =0

Man kann mit Aussagen auch operieren:

Definition 19.3 (Negation, NOT). Ist A eine Aussage so nennt man —A
die NEGATION von A (man sagt auch “nicht A”). Sie ist definiert iiber ihren
Wahrheitsgehalt:

Wenn A falsch ist, dann ist = A wahr.
Wenn A wahr ist, dann ist —A falsch.

Definition 19.4 (Konjunktion, AND). Sind A und B Aussagen, so bezeich-
net A A B die KONJUNKTION (man sagt auch “A und B”). Sie ist definiert
iiber ihren Wahrheitsgehalt:

Wenn A und B wahr sind, dann ist A A B wahr.
Wenn A wahr und B falsch ist, dann ist A A B falsch.,
Wenn A falsch und B wahr ist, dann ist A A B falsch. ,

Wenn A und B falsch sind, dann ist A A B falsch.

Definition 19.5 (Disjunktion, OR). Sind A und B Aussagen, so bezeichnet
AV B die D1SJUNKTION (man sagt auch “A oder B”). Sie ist definiert iiber
ihren Wahrheitsgehalt:
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Wenn A und B wahr sind, dann ist AV B wahr. |
Wenn A wahr und B falsch ist, dann ist AV B wahr. ,
Wenn A falsch und B wahr ist, dann ist AV B wahr. ,
Wenn A und B falsch sind, dann ist A VvV B falsch.
Definition 19.6 (Tautologie, Kontradiktion). Es sei A eine beliebige Aussa-

ge, dann ist ...

1. ... die TAUTOLOGIE, W, die Aussage mit dem Wahrheitswert der
Aussage (—A) V A,

2. ... die KONTRADIKTION, IF, die Aussage mit dem Wahrheitswert der
Aussage (—A) A A

Das heif3t, W ist immer wahr und ' ist immer falsch.

Die Definitionen 19.3-19.5 kann man gut mit Hilfe von WAHRHEITSWERTTA-
BELLEN beschreiben:

A|B|-A|ANB|AVB|W,AV-A|T,AN-A
w|w| f w w w f
w | f|f f w w f
flw] w f w w f
flf]w f f w S

Definition 19.7 (Die Aquivalenz). Es seien A, B, ... Aussagen und weiter
seien F(A, B,...) und G(A, B,...) Ausdriicke die durch Verkniipfung der
Aussagen entstehen. Dann heifilen F(A, B,...) und G(A, B, ...) AQUIVALENT,
wenn fiir alle Kombinationen von Wahrheitswerten der Aussagen A, B, ... die
Aussagen F(A, B,...) und G(A, B,...) den gleichen Wahrheitswert haben.

Wir schreiben dann F(A, B,...) <= G(A,B,...).

Bemerkung 19.8. Die Aquivalenz von Aussagenverkniipfungen laBt sich
sehr gut mit Hilfe von Wahrheitswerttabellen {iberpriifen. Gehen k& Aussagen
Ay, Ao, ..., Aj in die Aquivalenz ein, so braucht man eine Tabelle mit 2%
Zeilen.

Satz 19.9 (Einfache Beispiele). Es seien A und B Aussagen. Dann gelten
folgende Aquivalenzen:

—(mA) <= A
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ANB<= BAA AVB<= BV A
AVA<— A ANA<— A
AVW <= W ANW <<= A
AVF < A ANF <= T

Satz 19.10 (Rechenregeln). Es seien A, B und C Aussagen. Dann gelten
folgende Aquivalenzen:

1. Assoziativgesetze:

(AAB)AC <= AN(BAC) und (AVB)VC <= AV (BVC)

2. Distributivgesetze:

AN(BVC) <= (AAB)V(AAC) und AV(BAC) <= (AVB)A(AVC)

3. De Morgansche Regeln:
—“(AAB) <= -AV-B und -(AV B) <= -AN-B

Definition 19.11 (Subjunktion, Bikonditional). Es seien A und B Aussagen.
Dann ist die SUBJUNKTION durch

A— B:<=-AVB
und das BIKONDITIONAL durch

A< B« (A= B)AN(B— A)
definiert.

Bemerkung 19.12. Die Wahrheitswertabellen dieser Verkniipfungen lauten
wie folgt:

A|B|A

= & g
&g

Mit Hilfe des Bikonditionals kann man die Aquivalenz zweier Aussagenver-
kniipfungen auch wie folgt charakterisieren.
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Bemerkung 19.13. Fiir zwei Aussageverkniipfungen F'(4,...)und G(4,...)
gilt:

F(A,...) = G(4,...)
ist gleichbedeutend mit
FA,..)<GA,..) =W

Definition 19.14 (Die Folgerung). Mit den Bezeichnungen aus 19.11 defi-
nieren wir die Folgerung analog zur Aquivalenz:

F(A,...) = G(A,...)
ist gleichbedeutend mit
F(A,...)—=>G(A,..) =W

Beispiel 19.15 (Mengenverkniipfungen). Mit Hilfe der logischen Verkniipfun-
gen lassen sich die Mengenoperationen und Mengenbeziehungen, die wir in
Definition 1.6 sprachlich definiert haben, wie folgt formalisieren.

e MNM={x|ze MNzeN}

e MUM={x|ze MVzeN}

e N\M={z|lze NAN—-(x e M)}
e MCN<«<=Vr:(xeM—xz€N)
e M=N<<=Vr:(xeM<+xzeN)

Mit Hilfe der Formalisierung aus Beispiel 19.15 und mit Hilfe der Regeln fiir
die logischen Operationen, lassen sich die Rechenregeln fiir Mengen in Satz
1.8 iiberpriifen.

Beispiel 19.16 (Begriindung fiir Satz 1.8.5). Es gilt (M U N)¢ = M°N N¢,
denn
x€(MUN)® <= =(x € (MUN))
< ~(reMVzeN)
< a(zre M)AN—=(z €N)
= zreM°ANzxeN°
=z e (M°NN°
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20 Vollstidndige Induktion

20.1 Das Induktionsprinzip

Die VOLLSTANDIGE INDUKTION ist ein Beweisverfahren. Mit ihr lassen sich
Aussagen beweisen, die iiber der Menge der natiirlichen Zahlen formuliert
sind.

Ist nun A(n) so eine Familie von Aussagen, d.h. fiir alle n € N ist A(n) eine
Aussage, so lautet die zu beweisende Aussage

Fiir alle n € N ist A(n) eine wahre Aussage.
oder etwas formeller

Vn e N: A(n)

Bemerkung 20.1. Manchmal ist es sinnvoll oder notwendig statt ganz IN
nur N2¥ zu betrachten. Zum Beispiel gilt A(n) :<=n — 2 > 0 nur fiir N=3.

Bevor wir zu einigen Beispielen und Anwendungen kommen formulieren wir
zuerst einmal das Induktionsprinzip

Satz 20.2 (Vollsténdige Induktion). Es sei A(n) eine Familie von Aussagen
iiber der NZF und es gelte

(IA) A(k) ist wahr,
und
(IS) Ist A(m) wahr, so ist auch A(m + 1) wahr

Dann ist A(n) fiir alle n € NZF wahr.

(IA) nennt man auch den INDUKTIONSANFANG und (IS) den INDUKTIONS-
SCHLUSS.

Das folgende Beispiel ergidnzt die Aufgabe zu Kapitel 1.

Beispiel 20.3. Es sei M eine n-elementige Menge, und P (M) ihre Potenz-
menge, also die Menge aller Teilmengen von M.

Dann besitzt P(M) genau 2™ Elemente.

Die folgenden Aussagen sind typisch fiir einen Induktionsbeweis.
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20.2 Summen, Gleichungen
& n(n+ 1)
1. Fi i =—"
iir alle n € IN gilt Zk 5
k=0
n k qn—i-l -1
2. Fiir all N gil =—
ur alle n € glth —1
k=0
n
1)(2 1
3. Fiir alle n € N gilt Zkz = n(n+1)@2n + )
6
k=0
n 2 2
. n‘(n+1)
4. Fii S~ 7
iir alle n € IN gilt Zk 1
k=0
" /n
5. Fiir alle n € N gilt ) _ <k> aFy T = (24 y)" .
k=0
3n—1
6. Fiir alle n > N* gilt 14+4+ 7+ ...+ (3n — 2) = ”(”2)
20.3 Ungleichungen
7. Es sei x > —1 eine feste reelle Zahl. Dann gilt:
Firallen € Nist (1+z)" > 1+ nx
8. Ist & # 0 so gilt 6. mit “>” fiir alle n € N=2,
9. Es sei p > 2. Dann gilt: Fiir alle n € N* ist p" > n.
10. Es sei p > 3. Dann gilt: Fiir alle n € Nt ist p™ > n?.
11. Fiir alle n € N2? gilt 2" > n?,
20.4 Produkte
12. Firallen >2ist (1-3)(1-3)(1-4)...(1-3) =1
n 1. 22
i=0
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n—1 n
2
14. Fiir alle n € N7 ist 1+-) = k.
iir alle n is E( —1—2,) kg_l

135 2n —1 1
15. Fiir allen € Nt ist ——= n <

246  2n B+l

20.5 Teilbarkeit

16. 3 teilt 13" + 2 fiir alle n € NT.
17. 3 teilt 227! 4+ 1 fir alle n € N.
18. 6 teilt n® — n fiir alle n € N.

19. 47 teilt 72" — 2" fiir alle n € N.

20. 15 teilt 3n® + 5n3 + 7n fiir alle n € N.

20.6 Ableitungen

21. Esist f(v) = ;% Dann ist f™(z) = W fiir alle n € N,

22. Fiir alle n € N gilt: Ist f(x) = 2", dann ist f/(x) = na™~ 1.

23. Es sei f(z) = e=®*. Dann gilt: Fiir alle n € N gibt es ein Polynom p,
vom Grad n, so dass f((z) = pp(z)e "

_1 n | n
. Dann ist f("(z) = (=D"nla™

P = (az + )] fiir alle n € N.

24. Es sei f(z) :
25. Es sei f(z) = sin(az) + cos(bz). Dann ist fiir alle n € N £ (z) =
a” sin (a:v + n%) =+ b" cos (b$ + n%)

T
n—+1

26. Es sei fy,(z) = 2. Dann ist /fn(x)dx = fn(z)+c fir alle n € N.
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21 Aussageformen

Definition 21.1 (Aussageformen). Eine Aussageform A iiber einer Grund-
menge G ist ein Satz in Form einer Aussage, der eine Variable enthélt, die
ihre Werte in G annimmt.

Wird die Variable durch einen konkreten Wert aus x € G ersetzt, so liegt
eine Aussage A(x) vor.

Beispiel 21.2. e Ist G die Menge der Orte auf der Erdoberfliche, so ist
“Die Temperatur am Ort x betrigt heute 25°” eine Aussageform auf
der Grundmenge G. Fiir jeden Ort in GG erhilt man eine Aussage, der
man dann einen Wahrheitswert zuordnen kann.

o Ist G=N, soist “2+ x = 3" eine Aussageform auf der Grundmenge
der natiirlichen Zahlen.

Definition 21.3 (Erfiillungsmenge). 1. Ist A eine Aussageform auf der
Grundmenge G so nennt man die Menge

Z(A) :={z € G| A(x) ist wahr}
die ERFULLUNGSMENGE von A.

2. Gilt fiir die Erfiilllungsmenge einer Aussageform £ (A) = G, so nennt
man A ALLGEMEINGULTIG.

3. Ist die Aussage A(x) fiir alle x € G falsch, dh. £ (A) = (), so nennt
man A NICHT ERFULLBAR.

4. Ist fiir eine Aussageform Z(A) # 0, so heiit A ERFULLBAR.

Beispiel 21.4. Gegeben sei die Aussagenform A, wobei A(x) durch die
Aussage “Das Quadrat von x ist 2”7 definiert ist.

A ist erfiillbar fiir G = R und nicht erfiillbar fiir G = Q. A ist allgemeingiiltig
fiir G = {—v/2,v/2}.

Definition 21.5 (Verkniipfen von Aussageformen). Sind A und B Aussa-
geformen auf der gleichen Grundmenge G so sind die Aussageformen —.A,
A A B und AV B punktweise definiert, dh.

(—A) (@) := —~(A(2)),
(AAB)(z) := A(x) A B(z),
(AV B)(z) := A(z) V B(x).
fakultat fur FRANK KLINKER
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Bemerkung 21.6. Wir bezeichnen mit W bzw. [F die Aussageformen, die
fiir beliebiges « € G stets wahr bzw. falsch ist.

Die Rechenregeln aus Satz 19.8 und 19.9 iibertragen sich analog, und auch
die Definition 19.10 148t sich direkt iibertragen.

Satz 21.7. FEs seien A und B Aussageformen auf der gleichen Grundmenge
G. Dann gilt

1 Z(-A) = (Z(A)°,
2. L(ANB) = 2(A) N L (B),
3. L(AVB) = Z2(A)U.ZL(B)

und damit zum Beispiel auch

4. LA~ B) = (Z(A)\ Z(B)° .

Satz 21.8. Die Aussageform A — B ist genau dann allgemeingiiltig, wenn
Z(A) Cc Z(B).

Beispiel 21.9 (Mengenoperationen). Es seien M, N C G Mengen und M
die Aussageform, fiir die die Aussage M (x) durch x € M definiert ist (analog

fir V). Dann ist £ (M) = M und Z(N) = N.

Uber genau diese Aussageformen haben wir die Mengenoperationen definiert
(vgl. Kapitel 1)

Definition 21.10 (Allquantor, Existenzquantor). Es sei A eine Aussageform
iiber der Grundmenge G.
e Vzr € G: A(x) bedeutet, dass die Aussageform A allgemeingiiltig ist —
Fiir jedes z € G ist A(x) wahr.

e Jr € G: A(z) bedeutet, dass die Aussageform A erfiillbar ist — Es
gibt ein x € G, so dass A(z) wahr ist.

Bemerkung 21.11. Es sei A eine Aussageform iiber G. Dann gilt

1. A ist erfiillbar = dreG:Al).
2. A ist nicht erfiillbar = VreG:-Az).
fakultat fur FRANK KLINKER
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3. A ist allgemeingiiltig — VreG:Ax).

4. A ist nicht allgemeingiiltig <= 3z € G : -A(x).

In der letzten Bemerkung haben wir schon von folgendem Sachverhalt Ge-
brauch gemacht:

Satz 21.12 (Negation von Quantoren). FEs gilt:

1. ~(Fr € G: Alz)) <= VzeG:-Ax)
2. 2(Vx € G: A(z)) <= JzeG:-Ax)

Beispiel 21.13. Es seien A bzw. B Aussageformen auf G; bzw. Go. Dann
gilt

—(Vz € G133y € Gy : (A(z) — B(x)))
< Jr € G1Vy € Gy : (A(x) A ~B(z))

Satz 21.14. Es sei A eine Aussageform auf der Menge G1 x Ga. Dann gilt:

1. Nebeneinanderstehende gleiche Quantoren darf man vertauschen, dh.
Ve € G1Vy € Go : A(x,y) <= Yy € GoVa € G1 : A(x,y)
und
Jre Gy e Gy: Alx,y) < Jy € Go Iz € Gy : A(x,y).

2. Bei unterschiedlichen Quantoren darf man das (in der Regel) nicht.

Beispiel 21.15 (zu 2.). Es sei G; die Menge aller Hunde und G2 die Menge
aller Beine. Weiter sei A(x,y) die Aussage “Bein y gehort zu Hund z”. Dann
ist sicher der folgende Satz wahr:

Ve € G1Jy € Gg : A(z,y) also “Fiir alle Hunde existiert ein Bein, so
dass das Bein dem Hund gehért.”

Aber sicher nicht dieser:

Jy € GoVz € Gy : A(x,y) also “Es gibt ein Bein, so dass dieses Bein
allen Hunden gehort.”
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22 Beweisfithrung

Definition 22.1 (Folgerung)). Sind A und B Aussageformen iiber der
Grundmenge G, so ist die FOLGERUNG wie folgt definiert:

A = B genau dann, wenn Vx € G : A(z) — B(zx)

Das heifit: A = B, wenn die Subjunktion A — B allgemeingiiltig ist.
Definition 22.2 (Aquivalenzumformung). Zwei Aussageformen A und B
iiber der Grundmenge G heiflen AQUIVALENT, A < B, wenn A = B und
B= A
Wir wiederholen und erweitern an dieser Stelle den Satz 21.8.
Satz 22.3. 1. A= B genau dann, wenn £ (A) C Z(B).

2. A< B genau dann, wenn L (A) = Z(B).

Regel 22.4 (Aussagen mit einem Existenzquantor). Fine Existenzaussage
dz € G : A(x) kann man beweisen, indem man ein konkretes © € G angibt,
so dass A(x) wahr ist.

Der Beweis beginnt dann tblicherweise so: “Wdhle x =...”

Beispiel 22.5 (zu Regel 22.4). Es sei f(x) = sin(z). Dann gibt es ein
x € [-2m,27], so dass f(x) = 0.

Regel 22.6 (Aussagen mit einem Allquantor). Fine Allaussage Vx € G :

A(z) kann man beweisen, indem fiir einen Wert x, von dem man nichts

weiter annimmt, als dass er aus G stammt, nachweist, dass A(x) wahr ist.
Der Beweis beginnt dann iblicherweise so: “Sei x € G beliebig ...”

Beispiel 22.7 (zu Regel 22.6). Fiir alle x € R ist 2* + 222 + 1 > .

Regel 22.8 (Folgerungen und Aquivalenzen). 1. Ist eine Aussage A =
B zu zeigen, so kann der Beweis wegen Satz 22.3 wie folgt verlaufen:

Sei x € Z(A) beliebig. Weise nun die Giiltigkeit von B(x) nach.

2. Die Aussage A < B kann man beweisen, indem man 1. in beide
Richtung durchfiihrt.
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Beispiel 22.9 (zu Regel 22.8).

(zu1l.) Ausax > 1 folgt 2* + 22 > 1
(zu 2.) |z| > 1 ist dquivalent zu z* + 222 > 3.
Regel 22.10 (Allaussagen mit zwei Quantoren). Den Beweis von Yx €

G13y € Gy : A(z,y) kann man wie folgt aufbauen:

Es sei x € Gy beliebig. Dann finde ein y € Go (das von x abhingen darf),
so dass A(z,y) wahr ist.

Beispiel 22.11 (zu Regel 22.10).

e Fiir alle Zahlen gibt es noch eine groflere, dh. Ve e Ry e R:y > =

e Zu allen zwei positiven Zahlen, gibt es eine weiter positive Zahl, die
kleiner ist als beide. Dh. V(z,y) € (RT)23z e Rt :z2<z A z2<y

Regel 22.12 (Existenzaussagen mit zwei Quantoren). Den Beweis von
dr € G1Vy € Go: A(x,y) kann man wie folgt aufbauven:

Gib ein konkretes x € Gy an, so dass A(x,y) fir alle y € Gy wahr ist.
Beispiel 22.13 (zu Regel 22.12). 3z € RVy € R>! : ysina < —1.

Beispiel 22.14 (zu Regeln 22.10 und 22.12). Die Folge (#) ist eine Nullfolge.
Das heif3t: Ve > 03dng € NVn > ng : # < e.

Regel 22.15 (Indirekter Beweis). Will man A = B beweisen, so kann man
stattdessen —B = = A zeigen. Diese beiden Aussagen sind dquivalent.

Beispiel 22.16 (zu Regel 22.15). Gilt fiir eine Funktion f’(zg) # 0, so hat
f in zg kein Extremum. Wir zeigen stattdessen: Hat f in xg ein Extremum,
so ist f/(xzo) = 0.

Regel 22.17 (Widerlegen von Aussagen). Soll eine Aussage A widerlegt
werden, so kann man diese zundchst negieren, und dann zeigen, dass —A
allgemeingiiltig ist.

Das ist insbesondere oft bei Aussagen, die Quantoren beinhalten anwendbar.

Beispiel 22.18 (zu Regel 22.17). Behauptet wird: Vo < —2 : 22 < 5 ist
falsch. Gezeigt wird stattdessen 3z < —2 : 22 > 5 mit Hilfe von 22.4.
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Regel 22.19 (Widerspruchsbeweise). 1. Will man zeigen, dass eine Aus-
sage A wahr ist, so kann man stattdessen zeigen, dass - A — F wahr
ist. Diese Aussagen sind dquivalent.

Angewendet wird die oft in folgender Form:

2. Statt der Aussage A = B beweist man die Aussage AN—-B = TF.

Beispiel 22.20 (zu Regel 22.19).

(zu 1.) /2 ist eine irrationale Zahl.

(zu2.) Essei f(z) =22 — 1. Statt f(z) > 0 = |z| > 1 zeige, dass
f(z) > 0A |z| <1 zu einem Widerspruch fiihrt.
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