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1 Das erste Kapitel

Alles was hier folgt findet man weder in [2| oder in [1] noch in [3].
Aber nun klappt es auch mit den Umlauten:

U und i statt U und i

O und & statt O und 6

A und & statt A und &

I statt £

1.1 Eine Aufgabe

AUFGABE 1

Wir betrachten das Nullstellengebilde M der Funktion f(z,y,x) = 22 +y*—
22— 1.

a) Zeigen Sie, dass M eine Rotationsflache ist indem Sie M geeignet pa-
rametrisieren.

b) Zeigen Sie, dass M eine Regelfliche ist, indem Sie als Leitkurve c(t) ei-
ne geeignete ebene Kurve wihlen. Zeigen Sie dabei ebenfalls, dass die
Beschreibung als Regelfliche auf zwei verschiedene Arten geschehen
kann, das heifst bei gleicher Leitkurve mit Hilfe zweier linear unabhén-
giger Abbildungen v;(¢) und wva(t).

c¢) Insbesondere gehen durch jeden Punkt von M zwei Erzeugende. Be-
stimmen Sie den Schnittwinkel der beiden Erzeugenden in Abhéngig-
keit des Punktes. Wie sieht dieser Winkel auf der Leitkurve aus?

Hinweis 1: Wenn man die Kurve in der xy-Ebene und vy und vy beide
mit konstanter z-Komponente 1 wéhlt, so bekommt man zwei Darstellungen
ag(s,t) = c(t) + svg(t) mit k = 1, 2. Insbesondere ist fiir einen Punkt p € M

bei dieser Wahl p = aq(t1,s) = aa(te,s) mit dem gleichen Parameter s!
Dann héngt der Schnittwinkel £(p) nur von s ab und es gilt cos(§) = lfr%

Hinweis 2: Hilfreich sind evtl. die folgenden Regeln zum Rechnen mit tri-



gonometrischen Funktionen:

sin(a) + sin(b) = 2sin(2 ; ) cos(“ 5 by
sin(a) — sin(b) = QCos(a ;— b) sin(a ; b)
cos(a) + cos(b) = 2cos(a i b) COS(a ; b)
cos(a) — cos(b) = 2sin(a ;_ b) Sin(a ; b)
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
1 — tan? 1 —tan®(a)
cos(2a) = T+ tan’(a)

LOSUNGSVORSCHLAG:

a) B(u,t) = (cosh(u) cos(t), cosh(u) sin(t), sinh(t))T ist die Parametrisie-
rung als Rotationsflache.

b) Man wihlt als ebene Leitkurve c(t) ( s(t),si )T Wir
machen den Ansatz a(t, s) = c(t ) + sv( ) mit v(t) = ( t), z( t))T
und der Normierung ||v(t)||? = 22(t) + y2(t) + 22(t) =

Wir setzen das in f ein und erhalten
f(e(t)) = (cos(t) + sz(t))? + (sin(t) + sy(t))? — s22(t)? — 1
= 2 (x(t)? + y(t)* — 2(1)) + 2s(x(t) cos(t) + y(t) sin(t))

Da das fiir alle s verschwinden muss folgt, zum einen

2(1)? = w(t) +y(t)*

und zum zweiten

(x(t), y(t)" L (cos(t),sin(t))" .
Das zweite liefert dann z(t) = —r(t) sin(¢) und y(t) = r(¢) cos(t) und
das erste damit z(t) = £r(¢).
Insgesamt haben wir also bisher
— sin(t)

v(t) =7r(t) | cos(t)
+1



Wegen der gewiinschten Normierung |v]|? = 2 ist r(¢)? = £1. Somit
haben wir nun vier Vektoren

— sin(t)
vy ==+ | cos(t)
1
und
sin(t)
va(t) = £ | —cos(t)
1

Fiir die beiden Vorzeichen liefert das aber jeweils die gleichen Erzeu-
genden, so dass wir die zwei Parametrisierungen

cos(t) — sin(t)
ay(t,s) = [ sin(t) | +s | cos(t) |, (1)
0 1
cos(t) sin(t)
as(t,s) = | sin(t) | +s | —cos(t) (2)
0 1

erhalten.

Es sei p = a1(t1, s1) = aa(ta, s2) ein Punkt der Flache, dann ist

cos(t1) — s1sin(t1) cos(ta) + so sin(t)
sin(t1) + sy cos(t1) | = | sin(t2) — s2 cos(t)
51 52

Die dritte Gleichung liefert dann s; = s = s und die ersten beiden
liefern
cos(t1) — cos(t2)

= = tan(kzl
S = Sn(h) Fam(ny) )

und

sin(tg) — sin(t;)

o= cos(t1) + cos(t2) = tan(%57).

Weiter ist der Winkel ¢ zwischen den Erzeugenden in p gegeben durch
den Winkel zwischen den Richtungsvektoren, also

_ i), va(t2))
0s() = o) MToae2)]

4



(= sin(t1) sin(t2) — cos(t1) cos(t2) + 1)

((1 — cos(ty — tl)))

B 1-— tan2(t22t1))
1+ tanQ(t2;t1)
tamQ(—t?gt1 )

1+ tanQ(—tQEtl)

82

1+ 52

Auf der Leitkurve ist das 90° und entspricht dem Winkel zwischen vy (t)
und va(t).

N N =N

/N
—_

1.2 Ein zweiter Unterabschnitt

Der ist aber leer, bis auf die folgende

Bemerkung 1.1. Die Nummerierung der verschiedenen Umgebungen er-
folgt fortlaufend in einem Abschnitt.

1.3 Ein weiterer Unterabschnitt

Satz 1.2. Das mit der Nummerierung ist so sehr praktisch, da man nicht
so lange sucht!

2 Die Umgebungen

2.1 Der mathematische Kram
Definition 2.1. Zwei ganze Zahlen a, b € Z heiften aufeinanderfolgend, wenn
a=0b+1oder b=a+1 gilt.
Definition 2.2. Es sei a € Z eine ganze Zahl, dann nennt man
lal a wenn a > 0
al =
—a wenn a < 0

den Betrag der Zahl a.



Bemerkung 2.3. Fiir alle Zahlen a € Z ist |a| € N.

Satz 2.4. Der Betrag der Differenz zweier ganzen Zahlen a,b € Z ist gleich
eins genau dann, wenn die Zahlen a und b aufeinanderfolgen.

Proof. Wegen Definition 2.1 lasst sich die Behauptung von Satz 2.4 wie folgt
umschreiben:

Va,beZ:la—b=1<(a=b+1Vb=a+1).

Es ist aber
la—bl=1<a-b=1Va—-b=-1
Sa=b+1Vb=a+1.
Dabei gilt die erste Gleichung wegen Definition 2.2. O

Korollar 2.5. So sieht ein Korollar aus ...

Bezeichnung 2.6. ... so eine Bezeichnung ...

Lemma 2.7. ... so ein Lemma ...

Proof. ... so dessen Beweis. O

2.2 Die Anwendungen von all dem Vorigen

Und last but not least folgt das

Beispiel 2.8. Dies ist ein Beispiel fiir etwas was vorher gemacht wurde.!

3 Grafiken

Nutzen Sie pdflatex zum Ubersetzen der .tex-datei. Speichern Sie dazu alle
Grafikdateien, die Sie einbinden wollen als pdf-datei. So erhélt z. B. die
Abbildungen 1 und 2

!Dies ist eine sehr wichtige Umgebung!
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