Frank Klinker

Differentialrechnung

Teil 5: Die Rechenregeln der Differentialrechnung

1 Die Ableitung von f(z) = 2"

Die Ableitung von f(x) = 2" fiir n € N

flz)y=2" = f(z)=n-2""!

a® — P

In den Beispielen in Teil 3 haben wir den Ausdruck ——2 fiir die ”einfachen”
a— 2o

Félle n = 0,1, 2 so vereinfacht, dass wir a = x( einsetzen konnten. Fiir n = 3 haben

wir uns den Quotienten in der Abstandsform angesehen.

a" —xp
Wir wollen uns hier den Quotienten ———2 fiir einen beliebigen natiirlichen Expo-
a— Xo

nenten n ansehen.

Dazu multiplizieren wir den folgenden Ausdruck aus:

(a" '+ a" Pro+ a4+ a4+ dle T+ dPay T any T 42! - (a— o)

Das gibt
a4 a" oy + a2t Fa" e+ Fata Tt P 4 a®al T 4 aap !
n—1 n—2,2 n—3,.3 4 _n—4 3,.n—3 2 n—2 n—1 n

= a"+ 0"y + a4 a4 b atel o el e aap T
— a" Ty — a" Py - a" Py — L - atelt - aPel Y el T ap
=a"—
Schreiben wir das anders herum, dann bekommen wir
a" =I5 a1 ne2 n-3,.2 2, n—3 n—2 n—1
=a +a "xota Crg+...+ary "+ary T+ xg
a — Xy
Damit konnen wir die Ableitung der allgemeinen Potenzfunktion bestimmen:

Wir sehen uns die Potenzfunktion f(x) = z™ an fiir positive, ganze n € N. Fiir diese
haben wir

fla) — f(xo)

a—xo a — Xy
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oooat—apl
= lim 0
a—zro A — X

= lim (¢" '+ a" Pzo+a" ) + ..+ dPaf P+ axf P+ 2f )
a—xQ

_ n—1 n—2 n—3,.2 2,.n—3 n—2 n—1

=2y +xy Xyt xy “xHt ...+ Ty T+ Tory T+ X

_ n—I1

=N,

Fiir die Potenzfunktion mit Exponenten n € N haben wir also tatséchlich

flz)=2" = fl(z)=na"""!

2 Die Summen- und Differenzregel

Die Summen- und Differenzenregel

Ist eine Funktion f(x) selbst eine Summe (oder Differenz) zweier Funktionen
g(z) und h(z), dann ist die Ableitung f’'(x) die Summe (oder Differenz) der
Ableitungsfunktionen ¢’(x) und h'(z):

fx)=g(x) £ h(x) = flz)=g(z)+n ()

Das gilt genauso fiir mehr Summen und Differenzen.

Zur Berechnung der Summen- bzw. Differenzenregel sehen wir uns zunéchst den
Differenzenquotienten fiir die Funktion f(z) = g(z) + h(z) an:

f(@) = f(zo) _ (9(a) + h(a)) = (gz0) + h(z0))

_ g(a) + h(a) — g(zo) — h(wo)
_ gla) — glao) + h(a) — h(ao)
 (9(0) — gla)) + (h(a)  hxy))
_ 9(a) :g(wo) N h(a) - h(zo)
Damit ist
oo = i =

i 9@ —g(@o) . (a) = h(zo)

= 97,(370) = hT(l’O)

= g'(w0) + (o) -

2



Fiir die Differenz f(x) = g(z) — h(z) klappt das genauso:
fla) — f(zo)  (9(a) = hla)) — (g(z0) — h(xo))

0 b — gl + Al
 5(a) — g(e) — Ala) + hizo)
_ (9(a) - g(:?o)_) i (h(a) — h(zy))
| gl@) —glee)  Aa) — hixo)
Damit ist o o
o = Jim =
iy 9@ —g(zo) () = h(zo)
T gﬂ’zwo)0 - fﬁxo)o

3 Die Faktorregel

Die Faktorregel

Ist eine Funktion f(z) selbst das Produkt einer Funktionen g(z) mit einer Zahl
¢, dann ist die Ableitung f’(z) das Produkt der Ableitungsfunktionen ¢'(z) mit
der Zahl c:

f)=c-g(z) = [flz)=c-g(x)

Auch zur Berechnung der Faktorregel sehen wir uns den Differenzenquotienten an.
Dieses Mal fiir die Funktion f(z) = ¢- ¢g(x) an und mit Hilfe des Differenzenquoti-
enten in der Abstandsform:

flzo+1t) = f(xo) c-glwo+1t)—c-g(xo)

t t
_c (9(xo +1t) — glx0))
t
_ . glzo+1t) — g(xo)
t
Damit ist
o) = iy T2+ = T



4 Die Produktregel

Die Produktregel

Ist eine Funktion f(z) selbst das Produkt zweier Funktionen g(x) und h(z),
dann kann man die Ableitung f’(z) mit Hilfe der Funktionen g(z) und h(x) und
ihrer Ableitungen berechnen:

fl@)=g(z) -hz) = [f(z)=g(x) h(z)+g(z) N(z)

Wie zuvor gehen wir uns vom Differenzenquotienten aus, namlich fiir die Funktion

f(z) = g(z) - h(z):
f(x) — f(xo) _ g(x) - h(x) — g(wo) - h(x0)

L ) b —glr) A+ gl ) — gla) - hia)
_ 9le) - hle) — glan) - ) _ glan) - ) — glan) - han)
_ (9(@) - gj(jw_o)sio- hw) | 9wo) - (h(x) —If;xl;%)
o) o) L ) A
Damit ist 0 o
o) = fim HO T
e
— tim D790 40 g(ay) - lim —h(gz - st())

"~ N N

= ¢g'(z0) = h(zo) = /(o)
= g'(0) - h(x0) + g(w0) - W (o) -



5 Die Kettenregel

Die Kettenregel

Ist eine Funktion f(x) die Verkettung Funktionen g(z) und h(z) in der Form
f(z) = g(h(x)), dann kann man die Ableitung f’(x) wie folgt berechnen:

fl@)=g(h(x)) = [fl(z)=g'(h(x)) N (z)

Spezialfall h(z) = ax + b, also f(z) = g(az + b):

f(x)=glaz+b) = f(z)=ag (ax+Db)

Auch hier bemiihen wir den Differenzenquotienten:

f(@) = f(zo) _ g(h(z)) — g(h(x0))

T — 2 T — 2

Damit ergibt sich fiir die Ableitung:
o @) = )

fla) = lim == o
_ (9(h(z)) — g(h(zo)) h(z) — h(z)
= lim ( W) —hzo) o —uxq )
_ iy 90M@)) = 9(R(z0)) . h(x) — P(z0)
e—zo  h(z) — h(zo) e—xo T — Xg
O Jiy I =9W0) @) =o)L h(o)
g—wo Y —"Y | T—T0 T — X

=g (w) = h'(zo)

An der Stelle (x) haben wir verwendet, dass y = h(z) — h(x¢) = yo, wenn z — xo.



6 Anwendungen

6.1 Die Potenzregel fiir negative Exponenten

Die Ableitung von f(z) = = fiir n € N

1 n

f@)=— = [lz)=-

xrn anrl

Bemerkung: Schreibt man f(z) und f’(z) in der Form
f(x)=2"" und f'(z)=-—naz "',

dann sieht man, dass die Potenzregel aus Abschnitt 1 in ihrer bekannten Form
auch fiir negative Exponenten gilt.

Wir suchen die Ableitung von f(z) = -=. Dazu multiplizieren wir f(z) mit der
Funktion g(x) = 2™ und erhalten

f(x)-g(z) =1L

Diese Gleichung leiten wir auf beiden Seiten ab, wobei wir auf der linken Seite die
Produktregel nutzen:

6.2 Die Potenzregel fiir Stammbruch-Exponenten

Die Ableitung von f(x) = /z fiir n € N

f@)=Vr = [f1)=——==
n (V)

Bemerkung: Schreibt man f(z) und f’(z) in der Form
fla) =27 und f(z)=Lant,

dann sieht man, dass die Potenzregel aus Abschnitt 1 in ihrer bekannten Form
auch fiir Stammbruch-Exponenten gilt.




Wir suchen die Ableitung von f(z) = {/z. Dazu sehen wir uns stattdessen fiir
g(x) = x™ die verkettete Funktion ¢g(f(z)) und erhalten

g(f(x)) ==,
weil g(z) die Umkehrfunktion von f(x) ist.

Diese Gleichung leiten wir auf beiden Seiten ab, wobei wir auf der linken Seite die
Kettenregel nutzen:

~1
fx) =
1
f/('r) = n—1
n(Vz)
Die Bemerkung gilt wegen
1 1 1 1

(va)"" (@) e At

6.3 Die Potenzregel fiir Bruch-Exponenten

Die Ableitung von f(z) =z fiir m € Z,n € N>°

fla) ==

= [/(2) =22

Bemerkung: Damit gilt die Potenzregel aus Abschnitt 1 in ihrer bekannten
Form auch fiir Bruch-Exponenten gilt.

Wir schreiben f(z) in der Form f(z) = zn = (a:%)m Das bedeutet, dass f(z) sich
als Verkettung f(z) = g(h(z)) schreiben lisst mit g(z) = 2™ und h(z) = zn.
Mit ¢'(z) = ma™ !, also

¢ (b)) = m(en)"" = ma"5 = ma%

und A (z) = Lz+~ und der Kettenregel folgt

n

f'(x) = g'(h(x)) - B(x)



6.4 Die Quotientenregel

Die Quotientenregel

Ist eine Funktion f(z) selbst der Quotient zweier Funktionen g(x) und h(x),
dann kann man die Ableitung f’(z) mit Hilfe der Funktionen g(z) und h(x) und
ihrer Ableitungen berechnen:

fa) =2 )=

h(z) (h(z))?
Spezialfall g(x) = 1, also f(z) = %:
_ o @)
0= = I (h(x))*
Wir suchen die Ableitung der Funktion f(z) = % Das schreiben wir als

f(x) - hz) = g(x).

Wir leiten beide Seiten der Gleichung ab und nutzen dabei auf der linken Seite die
Produktregel:

f'(@) - h(z) + f(x) - B(x) = g'(x)

= @) ha) + 20 o) = 0
= ) ho) = (o) - S
NS CRICE CRIT
1) h%i (x)ig@ W)

6.5 Die Ableitung der Umkehrfunktion

Die Ableitung der Umkehrfunktion

Ist eine Funktion f(x) invertierbar mit Umkehrfunktion f~!(z), dann gilt

1

(f_)(x)zm




Ist f(x) invertierbar mit Umkehrfunktion f~!(z), dann gilt insbesondere

) =

Leitet man die rechte Seite der Gleichung ab, so erhélt man 1. Die Ableitung der
linken Seite berechnet man mit der Kettenregel. Damit ergibt sich:

PO @) () (@) =1

und nach Umstellen 1

" Y(2) = ———.

= F@)

Bemerkung: Die gleiche Idee haben wir bereits bei der Ableitung der Wurzelfunk-
tion {/z verwendet, siche Abschnitt 6.2.
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