Frank Klinker

Differentialrechnung

Teil 6: Die Ableitung der allgemeinen Potenzfunktion, der Exponentialfunktion
und der Logarithmusfunktion

1 Die Ableitung der Potenzfunktionen fiir rationale Expo-
nenten

1.1 Eine zentrale Identitit

In den folgenden Rechnungen wird sich die Identitét

a™ — b"
a—>b

— an—l +an—2b+an—3b2 4. +Cl2bn_3 + abn—? + bn—l

als sehr hilfreich herausstellen. Dass diese Identitét gilt, sieht man am besten, wenn
man beide Seiten mit (a — b) multipliziert und die rechte Seite dann vereinfacht:
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Ein Spezialfall davon ist

1.2 Die Ableitung der konstanten Funktion

f@)=a = [f(x)=0

Fiir jede feste Zahl a € R haben wir:

a—a

):lim = lim 0=0.

T—xQ r — X9 z—=x0 T — X T—x0
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1.3 Die Ableitung der Potenzfunktion fiir positive, natiirliche Exponen-
ten

flz)=2" = fl(z)=na""

Mit Hilfe der obigen Identitdt haben wir:
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1.4 Die Ableitung der Potenzfunktion fiir negative, ganze Exponenten

f@)=— = @) =-—

Dabei haben wir 7" = xln verwendet. Wir berechnen:

f'(zo) = lim

= lim &% .z
T—x0 1_1 r — TIg
T o
G- -3
= lim % 0 lim &—*°
T—x0 i_1 T—=xo0 T — X
xo
()" - (&) s
= lim %, %07 | |j;jp —EFo
T—rT0 l — l rT—x0 T — a’,’O

Tr—x0 T—T0
-1 —2 —2 -1
(&) + @)L @)@ (%)
— —n(L)"" 3
n

- -

1.5 Die Ableitung der Potenzfunktion fiir Stammbruch-Exponenten
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Wegen {/z =z bedeutet das f(z) = z7 = f'(z) =

nx'n
Wir berechnen:
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1.6 Die Ableitung der Potenzfunktion fiir rationale Exponenten

1 ~1
f)=— = [) =g
Wegen der vorigen Rechnungen und wegen —— = %x%_l, brauchen wir das nur
nxr n
fiir "echte Briiche” ¢ = ™ zu zeigen:
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2 Die Ableitung der Exponentialfunktion

2.1 Die Folgen a, =2+ — 1 und b, = n(2» — 1)

lim (27 —1) =0 < lim n(27 — 1) <1

1
n—00 2 T n—oo

Wir schreiben
1

4, =2n =1, b, =n(2n —1)

und bemerken vorab:

o Weil 2 > 1 = 17, ist auch 2» > (1")w = 1. Insbesondere sind damit auch
a, > 0 und b, > 0.

o Weil 2 < 2 ist auch 27 < (27)# = 2. Insbesondere ist a, < 1.

o Weil (1 +2)" = 1+ nz + koz? + ... + kp2™ mit ko, ..., k, > 0, ist auch
(14+2)" > 14 nx > nx fir 2 > 0.

e In der Formel (14 )" =1+ kyz + ko + ... + k2" gilt

nn—1)-...-(n—¢+1) <t
—=1)-...-1 -

ke =

Wir beginnen mit a,, = 2n — 1.

Es ist

3=

2=(27)"=(27)"= (2" =1+ 1)" = (a, +1)" > na,

2
und damit 0 < a,, < % sowie

. .2
0< lima, <lm-=0

n—o0 n—oo N
und schliellich
lim a, =0
n—oo

Wir fahren fort mit b, = n(2v — 1).

Wir wissen bereits, dass b, > 0. Wir zeigen nun, dass b,, streng monoton fillt. Daraus
folgt dann, dass es den Grenzwert der Folge b, gibt und dieser zwischen b; = 1 und
0 liegt.



Statt zu zeigen, dass b, > b,41 ist, betrachten b, — b,,1 und zeigen, dass diese
Differenz positiv ist:
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Wir verwenden ab jetzt die Abkiirzung z = 2+ . Fiir z gilt z > 1 sowie zF < 2"

fir k£ < n:

by — by =nz"(z—1)— (2" —1)
=n"(z—1)— (2" 42" 24 2+ 1)(2 1)
>n"(z—1)— "+ 2" +... +2"+2") (2 - 1)
=nz"(z—1) —nz"(z — 1)

Damit existiert b = lim b,, und liegt zwischen 0 und 1.
n—oo

Wegen

ist aber sogar

und damit



2.2 Die Ableitung von f(xz) = 2" an der Stelle zy =0

f@)=2" = f(0)=b mit b= lim n(2n — 1)

n— o0

Zunéchst einmal gilt

27 — 20 2 —1
= lim
z—0 1 — O z—0 X

Fiir alle 0 < & < 1 gibt es eine natiirliche Zahl n, sodass n+r1 <z< % Damit ist

2" —1

x
2t —1

X

<(n+1)(27 —1)

= (n+1)(277 —1) — (277 — 1) < <n(2 —1) 4 (27 —1)

Mit den Abkiirzungen a, und b, mit lim a, = 0 und lim b, = b von oben ist das
n—oo n—oo

bn+1 — Qn+1 S é(2x - 1) S bn + Qp

Fir x — 0 muss n immer grofler gewéhlt werden, also n — oo, so dass
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und damit schlieBlich lim -1 b
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2.3 Die Ableitung von f(z) = a” an der Stelle zo =0

flz)=a" = f(0) =logy(a) b mit b= lim n(2% —1)

n—oo

Es ist f(z) = a® = 2'°82(0") = gloex(0)= — 4(Jog, (a) - ) mit g(u) = 2%
Mit der Kettenregel folgt aus dieser Darstellung

f'(x) = logy(a) - g'(logy(a) - 0) = logy(a) - ¢'(0) = logy(a) - b

2.4 Die Ableitung von f(z) =a”

f(x)=a" = f'(x) =logy(a)-b-a® mit b= lim n(Z% —1)

n—o0

Fiir f(x) = a® haben wir
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2.5 Die Eulersche Zahl e, die natiirliche Exponentialfunktion und der
natiirliche Logarithmus

T

Die Eulersche Zahl e ist definiert als die Basis der Exponentialfunktion f(x) = e,
fir die f'(0) =1 ist.

Wegen f(0) = log,(e) - b ist f/(0) = 1 gleichbedeutend mit log,(e) = 7 oder e = 25
und schliefllich

) 1
e= lim 2%
n—oo

Die zugehorige Exponentialfunktion heiflt natirliche Exponentialfunktion:

f(z) = e”

Die Umkehrfunktion von f(x) = e® heifit natirlicher Logarithmus und wir schreiben
statt log,(x) abkiirzend

f~H(z) = In(z)

Mit diesen Bezeichnungen gilt:

b=1n(2) und f(x) =a" = f'(z) =In(a)a”

S

Erstens ist wegen e = 2

und zweitens ist fiir f'(z) = a

f'(0) = log,(a) - b =logy(a) - In(2) = logy(a) - log,(2) = log,(a) = In(a)

2.6 Die Ableitung von f(z) =1In(z) und f(z) = log,(x)

fa)=h@) = fa)=-
@) =log,(@) = fe)=




f(x) = In(z)
f(x) = In(z) ist die Umkehrfunktion von g(z) = €%, also In(z) = g !(z). Die
Ableitung der Umkehrfunktion liefert uns nun mit ¢'(z) = e®
1 1 1
1N (=1 () _ _ =
F@) = (Y (@) = Sp

g (97 (x))

f(z) =log,(z)
Wir nutzen die Logarithmenregel log,(a)log,(z) = log,(z) mit b = e. Das gibt

f(x) =log,(z) = ﬁ -In(x). Damit haben wir

3 Die Ableitung der Potenzfunktion fiir irrationale Expo-
nenten

f@) =2 = f)=ra

Es ist
f<$> — " = eln(:):’") — er-ln(a:)

Mit der Kettenregel folgt deshalb

f’(x) — er-ln(z) . (7” . ln(:z:))' — 7.
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