Frank Klinker

Grundlagen der analytischen Geometrie
Teil 6: Winkelberechnung mit Skalarprodukt und Kreuzprodukt

1 Der Winkel und spezielle Fliachen

1.1 Der Winkel zwischen zwei Vektoren

Mit Hilfe zweier Vektoren ist eine Ebene bestimmt. Damit macht es Sinn, den Winkel
zwischen zwei Vektoren innerhalb dieser Ebene zu messen und anzugeben.

Wir schreiben Z(v,w) fiir den Winkel, den wir zwischen ¢ und w messen und der
zwischen 0° und 180° liegt. Man spricht hier auch von einem ungerichteten Winkel,
da es egal ist, ob wir diesen Winkel mit oder gegen den Uhrzeigersinn messen.

Abbildung 1: Die Winkel zwischen v und
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Unser Ziel ist es im Folgenden, diesen Winkel nur aus der Kenntnis der beiden
Vektoren zu bestimmen.

Um diesem Ziel ndher zu kommen, sehen wir uns zuiachst spezielle Vierecke an, die
man mit Hilfe zweier Vektoren konstruieren kann, und berechnen deren Flédchenin-
halte.
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1.2 Zwei spezielle Rechtecke

Zu zwei Vektoren ¢ und  lassen sich zwei Rechtecke konstruieren. Die Abb. 2 zeigt
die Konstruktion ausgehend von -

Abbildung 2: Die Konstruktion des Rechtecks

Schritt 1 Schritt 2 Schritt 3
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Schritt 1: Projiziere den Vektor o' senkrecht auf die Richtung des Vektors w
Schritt 2: Drehe die so erhaltene Strecke der Léange |9/] cos(p) um 90°

Schritt 3: Zeichne das Rechteck, dass aus dieser Strecke und den Vektor  gebildet
wird.

In Abb. 3 sind die Konstruktion ausgehend von ¢ bzw.  nebeneinandergestellt.

Abbildung 3: Der Fliacheninhalt der Rechtecke

U] cos(p)

Der Flicheninhalt der erhaltenen Rechtecke ist in beiden Fillen gleich, ndmlich®

ARechteck = |U’ ’ |U_j| ’ ‘COS(QPM :

'Wir setzen hier den Betrag um den Kosinus, weil dieser fiir Winkel zwischen 90° und 180°
negativ ist.



1.3 Ein spezielles Parallelogramm

Wie wir bereits bei der Addition von Vektoren gesehen haben, gibt es ein spezielles
Parallelogramm, dass aus den beiden Vektoren aufgespannt wird.

Dessen Flacheninhalt erhalten wir, indem wir einen Vektor als Grundseite betrachten
und die Hohe des Parallelogramms beziiglich dieser Grundseite bestimmen. In Abb.
4 sind die beiden Varianten skizziert.

Abbildung 4: Der Fliacheninhalt des Parallelogramms

Der Flacheninhalt des Parallelogramms ist dann
AParallelogramm = |17’ |U_j| Sln((p) .

Schaffen wir es nun, den Flacheninhalt der Rechtecke oder den Flacheninhalt des
Parallelogramms mit Hilfe der beteiligten Vektoren zu berechnen, dann kénnen wir
den Winkel zwischen den Vektoren berechnen:

o AParallelogramm

A
Rechteck : Sln(gﬁ) _ |_’|| _‘l
v||w

| cos(p)| = —=—
|91



2 Das Skalarprodukt zweier Vektoren

Das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren ist eine neue Art Vektoren mitein-
ander zu verkniipfen. Das Ergebnis ist eine Zahl.

Die Definition dieses Produktes ist denkbar einfach: Wir multiplizieren jeweils
die z-Komponenten, die y-Komponenten und die z-Komponenten miteinander
und addieren alle drei Ergebnisse.

U1 w1
Fiir die Vektoren v = | vg |,/ = | wo | gibt das
VU3 w3
U1 w1y
v-uw= V2 | Wa = VW1 + VW + V3Ws;
U3 w3
—1 2
Beispiel 1. 1. 3 - 12 :(—1)-2+3-12+4-(—4):—2+36—16:18
4 —4
2 —2
2. 2 . 3 :2-(—2)—|—2-3+(—4)-5:—4+6—20:—18
—4 5
3 1
3. |1 1 :3~1+1~1—|—2-(—2):3—|—1—4:0
2 -2

Fiir das Rechnen mit dem Skalarprodukt gelten naheliegende Rechenregeln:

Wegen @ - 0 = v} + v35 + v3 hiingt das Skalarprodukt mit dem Betrag zusammen:

—

4. U0 =0]* bzw. |U] = V7"

<y

Diese Rechenregeln kann man durch einfache direkte Rechnungen iiberpriifen.

Der folgende Zusammenhang ist nicht so klar ersichtlich aber sehr wichtig. Die Be-
griindung dafiir gibt es in Abschnitt 6.1.



Bemerkung 2. Das Skalarprodukt und die Fléche der Rechtecke hingen geméafl
ARechteck - |17 : U7|

unmittelbar zusammen. Genauer gilt sogar (ohne die Betrége)

Damit haben wir

Eine wichtige geometrische Folgerung ist:

v und @ stehen senkrecht zueinander, wenn v - w = 0

-1 2
Beispiel 3. 1. Fir ¢ = | 3 | und @ = [ 12 ]| ist ¥- o = 18 Mit [¢] =
4 —4

V12 + 32 + 42 = /26 und || = v/22 + 122 + 42 = /164 ergibt sich

cos (£ (v, w)) ~ 0,276 also Z(U,w) ~ 74°

18
V264164

2 -2

2. Fird=|( 2 |undd= | 3 | istv-of = —18. Mit || = v/22 + 22 + 42 = /24

—4 5
und |W] = /22 + 3% + 52 = /38 erhalten wir
cos (£(#,w)) = 8 —0,596 also /(W) ~ 126,6°
V38V 24

3 1

3. Firv=|1] und W= 1 ist ¥-w = 0. Damit sind die Vektoren senkrecht
2 —2

zueinander. Das ergibt sich auch aus dem Winkel:

cos (£(0,@)) =0 also Z(7,w) =90°



3 Das Kreuzprodukt zweier Vektoren

Das Kreuzprodukt zwischen zwei Vektoren ist eine weitere Art Vektoren mit-
einander zu verkniipfen. Das Ergebnis ist hier jedoch ein neuer Vektor.
Die Definition dieses Produktes ist nicht ganz so einfach. Fiir die Vektoren v =
U1 wn
vy | ,wW = | wy | ist das Kreuzprodukt wie folgt definiert
U3 ws
U1 w1 VW3 — V3W2
UX W= V2 X Wo = | V3w, — VW3
VU3 w3 V1Wy — VoW
-1 2 3:-(—4)—4-12 —60
Beispiel 4. 1. [ 3 | x |12 ]| =[4-2—(-1)-(-4) ]| =1 4
4 —4 (-1)-12—-3-2 —18
2 —(—4)-3 22
—-2) — 2 51 =1-2
2 3 — 2 (—2) 10
1 1-(=2)—2-1 —4
3. 1 x| 1 ]=12-1- 3 (—=2) ] =1 8
2 —2 3-1—-1-1 2

Fiir das Rechnen mit dem Skalarprodukt gelten folgende Rechenregeln:

Diese Rechenregeln kann man durch direkte Rechnungen iiberpriifen. Sie werden
durch folgende sehr wichtige geometrische Eigenschaft ergénzt, die man ebenfalls
durch eine direkte Rechnung nachpriifen kann:

-1 2 —60
Beispiel 5. 1. Firv=| 3 |undw= | 12 | ist v x o = 4 |. Es gilt
4 —4 —18
—1 —60 2 —60
v-(Uxw)=|3 |- 4 | =0,d-Wxd)=12]-| 4 | =0
4 —18 —4 —18



2. Firv=| 2 |undd=| 3 |istdxw=|—-2].Esist
—4 5 10
2 22 -2 22
v-(Ux )= | 2 -2 =0, W-(Uxw)=| 3 -21=0
—4 10 5 10
3 1 —4
3 Mitv=[1]undw=| 1 |istovxw=| 8 |.Das gibt
2 —2 2
3 —4 1 —4
v-(Uxw)= |1 8 | =0, w-(Uxuw)=1]1 8 | =0
2 2 —2 2

Im Gegensatz zu seinem Gegenpart im Zusammenhang mit dem Skalarprodukt, ist
die folgende Eigenschaft nicht so wichtig aber dennoch interessant. Die Begriindung
dafiir gibt es in Abschnitt 6.2.

Bemerkung 6. Das Kreuzprodukt und die Fléache des Parallelogramms héngen
gemaf

— —

AParallelogramm = ’U X w‘

unmittelbar zusammen. Es gilt also
[T x | = |17H16H sin (4(17, u7))‘

Achtung. Auch wenn die Formel aus Bemerkung 6 zur Berechnung der Paralle-
logrammflache genutzt werden kann, ist sie nicht gut geeignet zur Berechnung des
Winkels:

e Einerseits bendtigt man fiir das Kreuzprodukt im Gegensatz zum Skalarprodukt
eine komplizierte Rechnung.

e Andererseits liefert der arcsin wegen des Betrags immer einen Winkel zwischen
0° und 90°, wenn man die obige Formel auflost. Das ist der spitze Winkel im
Parallelogramm. Das muss aber nicht unbedingt der Winkel zwischen ¢ und w
sein, sondern gegebenenfalls der Ergédnzungswinkel zu 180°.

Ob man jetzt den korrekten Winkel berechnet hat, kann man ohne weitere Un-
tersuchungen nicht erkennen!

DESHALB: Zur Winkelberechnung nehmen wir das Skalarprodukt!




4 Normalenvektor und Schnittwinkel

Bemerkung 7. e Mit dem Kreuzprodukt bekommt man auf einfache Weise einen
zu beiden Vektoren senkrechten Vektor:

Der Vektor ¢ x  steht senkrecht auf den Vektoren ¢ und 0,
d. h.esgilt v- (Ux @) =0 und - (v x w)=0

e So finden wir mit Hilfe des Kreuzproduktes sehr einfach einen Vektor, der senk-
recht auf einer gegebenen Ebene steht:
Ist die Ebene in Parameterform #(s,t) = d@ + st + tw gegeben, dann steht ¥ x
senkrecht auf v und @ und damit auf der gesamten Ebene.
Einen solchen senkrechten Vektor nennen wir auch einen Normalenvektor der
Ebene.

Bemerkung 8. 1. Der Schnittwinkel ¢ zweier Geraden g und b ist der Winkel
zwischen den Richtungsvektoren ¥ und @ der beiden Geraden. Diesen erhalten
wir mit Hilfe des Skalarproduktes, siche Abbildung 5.

Abbildung 5: Der Schnittwinkel zwischen zwei Geraden

z
© g
()
( = arccos pr—
Yy

2. Der Schnittwinkel zwischen einer Geraden g und einer Ebene £ bestimmen wir
iiber einen Umweg: Wir berechnen zuerst einen Normalenvektor 77 der Ebene
und dann den Winkel ¢ zwischen 77 und dem Richtungsvektor der Geraden.
Daraus ergibt sich der Schnittwinkel ¢ als 90° — 1) oder 1) — 90°, je nach dem,
ob 7 und v auf der gleichen Seite von & liegen oder nicht, sieche Abbildung 6.



Abbildung 6: Der Schnittwinkel zwischen einer Geraden und einer Ebene

Y= arccos<

~J 90° =9 falls 0° <1 < 90°
] 1 —90° falls 90° < ¢ < 180°

5 Basisaufgaben zum Skalarprodukt und Kreuzprodukt

Aufgabe 9. Die zwei Geraden

—_
=~
|
—_
[\]

schneiden sich im Punkt S(—3/3/ — 3). Wie grof ist der Schnittwinkel.

Der Schnittwinkel ist der Winkel zwischen den beiden Richtungsvektoren. Es ist

4 2
—1]-|-2]=4-24+(-1)-(-2)+2-3=8+2+6=16
2 3

4

—1||=V42+ (-1)2+22=V21

2

2

—2 || =22+ (=22 + 32 = V17

Damit ist der Schnittwinkel

( 18 ) 17,7

= arccos | —— | = 17,7°.

4 V2117
a

Aufgabe 10. Bestimmen Sie den Parameter a so, dass v = 3 und W =
—2a



-1
2a | senkrecht zueinander stehen.
a

Wir miissen die a finden, fiir die v - @ = 0 ist. Es ist

4 ~1 |
3 |- [2a]=1-(-1)+3-2a+(—2a)-a=—2a>+6a—4=0
—2a a

Die Losungen dieser Gleichung sind

3 3\ 2 3 1 (2
— 24 (_> _9—4 - =
“=3 2 272 {1

Aufgabe 11. Bestimme einen Vektor, der senkrecht auf der Ebene

1 4 -2
E:Z(s,t) =0 +s| 3 | +t]| 1
0 -2 2

steht, also einen Normalenvektor der Ebene.

Den gesuchten Vektor erhélt man aus dem Kreuzprodukt der beiden Richtungsvek-
toren der Ebene:

4 -2 3.2_<_2).1 8
3 | x 1 |=((-2)-(-2)—4-2|=[—-4
—2 2 4-1-3-(-2) 10

Aufgabe 12. Bestimme den Winkel unter dem die Gerade

0 -1
g:z(t)=1]|+¢t| 1
2 8
die Ebene
1 4 1
E:Z(s,t)=[0)+s 1 | +t]—-1
0 -1 2
schneidet.

Wir berechnen den Winkel zwischen dem Richtungsvektor ¢ von g und einem Nor-
malenvektor 7 von £. Letzteren erhalten wir mit dem Kreuzprodukt:

4 1 1-2—(=1)-(-1) 1
n= 1 x| —-1] = (=1)-1—4-2 =1-9
-1 2 4-(=1)—1-1 -5
Dann ist
—1 1
v-n=1[1 9] =(-1)-1+1-(=9)+8-(=5) =—-50,
8 -5



7] = /(—1)2 + 12 + 82 = V66,
il = V12 + (=9)? + (=5)2 = V106,

sodass

—50
= arccos [ ——— | ~ 126, 7°.
4 <\/66\/ 106)

Damit ist der Schnittwinkel zwischen der Geraden und der Ebene

=1 —90° ~ 36,7°.

11



6 Die Begriindungen fiir die Flichenformeln

6.1 Die Begriindung fiir ¢ - @ = |||@| cos (£(7, @))

Die Formel folgt aus dem Kosinussatz fiir Dreiecke, sieche Abb. 7.

Abbildung 7: Der Kosinussatz

¢ = a® + b — 2abcos(yp) 17— b|* = |0 + | — 2|7||@| cos(e)

Mit Hilfe der Rechenregeln fiir das Skalarprodukt berechnen wir

|0 — @ = (7 — @) - (0 — )
S Y B QU B A, B
= 0% + | @] — 27 - @

Das setzen wir in die Formel fiir den Kosinussatz ein (¢ = Z(¥, 0)):

— —

[0 — | = [0]* + [@]* — 2|0]|5] cos(p)

[0 + [@]* — 20 - & = [0]* + [@]* — 2/7]]1d]] cos(¢) ‘ = [0]* — @]
27 @ = —2|7||| cos(e) \  (=2)
U - W = —|v]|d| cos(p)
6.2 Die Begriindung fiir |¥ X @| = |¥]|®]| sin (£(7, ¥))

Statt der eigentlichen Aussage iiberpriifen wir die Giiltigkeit der quadrierten Glei-

chung:
|7 x @2 = 72| @] sin (£(7, @)

Wegen des trigonometrischen Phythagoras sin(a)? + cos(a)? = 1 ist das gleichbe-
deutend mit

17 x @) = |17\2]u7]2<1 — cos (£(7, w))z)

|7 x @)* = |0]*|@|* — | 0] cos (L(T, D) )
|7 x w)* = |0]*|@|* — | 7)) cos (L(T, D) )

2
7 x @f? = (722 — (|31 cos (£(7,)) )

12



Nutzen wir nun noch die Beziehung fiir das Skalarprodukt, dann ist die Gleichung,
die wir eigentlich begriinden wollen, gleichbedeutend mit

oder
(- @)? = [0 — |0 x @] (*)

Wir beginnen mit der linken Seite von (x):

(17 117)2 = (vlwl + VW9 + U3w3)2
= (viw1)* + (vawa)? + (vsws)? + 2V1wW VoW + 201 W V3W3 + 20pWaV3W3

2.2 2.2 2.2
VW] + Vw5 + v3ws + 2012w W + 2013w W3 + 2V2U3WaWs

Von der rechten Seite von (%) berechnen wir zunéchst |0|?|w]?:

020> = (0F + v3 + v3) (W] + w3 + w3)
= vi(wi + w3 + w3) + v3(wi +w; + w3) + v;(wi + wi + w3)

202,22 2.2 2.2 2.2 2 2 2 2 92 2 2 2
= /Ulwl + /U2w2 + ’U3w3 + v1w2 + U1w3 + 'U2’LU1 _'_ U2w3 + U3w1 + U3w2 .
Von der rechten Seite von (x) berechnen als néchstes |7 x w|?:
S 2 2 2 2
|U X W|* = (vows — v3wsy)” + (vswy — vViws)” + (Viwy — vowy)
2 2 2 2
= (vow3)” + (v3w2)” — 2vwzv3ws + (v3wi)” + (Viw3)” — 2v3w1v W3
2 2
+ (vle) + (Ugwl) - 2v1w2U2w1
202,22 2.2 2 2 02 9 2 2
= Vw3 + V3W;5 + V3w + vijws + viw; + vawy — 201Vw we — 2V1V3W W3

- 21)21)3’(1)211)3 .

Die beiden letzten Ausdriicke ziehen wir voneinander ab und erhalten zusammen
die rechte Seite von (x):

|6 |@]* — [0 x ]
= vt} + vdwd + vdud + vhef + uhed + v3et + vief + vt + vl
— (3 + 3} + 30 + v+ pf + 3] — 200wy
— 2U1v3w w3 — 2v2213w2w3>

2,2 2,2 2,2
= ViW] + VW5 + v3w; + 2010w Wa + 201V3W W3 + 202V3WaWs3

Vergleichen wir das mit dem Ergebnis der linken Seite, dann sehen wir, dass beide
Ausdriicke iibereinstimmen.

Somit ist die Giiltigkeit von von (x) gezeigt. Damit ist aber auch die gerahmten
Formel sowie die Ausgangsformel korrekt.
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