Frank Klinker
Stochastik
Teil 2: Wahrscheinlichkeit

1 Der Wahrscheinlichkeitsbegriff

1.1 Die empirische Wahrscheinlichkeit

Im Zusammenhang mit statistischen Groflen untersucht man etwa die Haufigkeits-
verteilungen der Ergebnisse bei Miinz- und Wiirfelwurf.
Exemplarische Ergebnislisten sind etwa:!
Wurf mit einer Miinze Wurf mit einem Wiirfel
Kopf | Zahl Wurfzahl 1 2 3 4 5 6 Wurfzahl
4 6 10 3 1 1 2 1 2 10
7 3 10 5 5 2 3 3 2 10
49 51 100 16 18 24 19 14 9 100
43 57 100 15 15 21 19 18 12 100
492 | 508 1000 162 | 156 | 174 | 184 | 160 | 154 1000
518 | 482 1000 160 | 162 | 166 | 159 | 174 | 179 1000
5001 | 4999 10000 1689 | 1701 | 1656 | 1664 | 1594 | 1696 | 10000
4966 | 5034 10000 1653 | 1653 | 1710 | 1675 | 1646 | 1663 | 10000
49862 | 50138 100000 16413 | 16723 | 16688 | 16674 | 16771 | 16731 | 100000
50002 | 49998 100000 16412 | 16824 | 16675 | 16749 | 16592 | 16748 | 100000

An diesen ersten Beispielen hat man gesehen, dass die relative Haufigkeit beim
Miinzwurf fiir beide Ergebnisse jeweils ca. 0,5 betrigt, wenn man nur lange genug
wirft. Ahnlich verhélt es sich beim Wiirfelwurf: hier betriagt die relative Héufigkeit

fiir alle drei Ergebnisse jeweils ca. 0,167.

Das sind die Ergebnisse, die man umgangssprachlich als Wahrscheinlichkeit der

Wiirfe bezeichnet: % beim Miinzwurf und % beim Wirfelwurf.
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Die gleichen Wahrscheinlichkeiten leitet man {iblicherweise aus der Geometrie der
geworfenen Objekte her: in beiden Experimenten sind alle Ergebnisse ”gleichwertig”

Ohne auf die relativen Haufigkeiten zuriickzugreifen, wendet man diese Idee auch in
anderen Situationen an.

Beispiel 1. Wahrscheinlichkeiten von Gliicksrddern anhand des Anteils des Kreis-

randes:
g N
E F
CAN c
Ergebnis: | A B C A D E A F G
Wahrscheinlichkeit: % % % % % % % % %

Bemerkung 2. Diese empirische Art die Wahrscheinlichkeit von Ergebnissen eines
Zufallsexperiments zu ermitteln wird oft verwendet und erweist sich als niitzlich.

Insbesondere achtet man darauf, dass alle einzelnen Wahrscheinlichkeiten zusamme-
naddiert 1 ergeben.

Das entspricht der Tatsache, dass die relativen Héufigkeiten sich ebenfalls zu 1
addieren.

Dass das tatséchlich korrekt ist, formuliert das Schwaches Gesetz fiir relative
Hiufigkeiten:?

Die relativen Haufigkeiten eines Zufallsexperiments ndhern sich mit steigender
Versuchszahl der erwarteten Wahrscheinlichkeit an.

Als Abkiirzung fiir die Wahrscheinlichkeit wird das Symbol® P verwendet:

Miinze: P(K)=1%, P(Z)=3.

Wiirfel: P(1)=2%, P2)=g, P@B)=g%, PA)=3% P(B)=3: P6)=4%
Gliicksrad 1: P(A) =3, P(B)=13, P(C)=3.

Gliicksrad 2: P(A) =1, P(D)=1, P(E)=1.

Gliicksrad 3: P(A) =1, P(F)=2, P(G) =2

1.2 Wahrscheinlichkeitsraum

Man 16st sich im néchsten Schritt von den relativen Héufigkeiten und konzentriert
sich nur auf die Wahrscheinlichkeiten.

2Spiter werden wir das etwas ”mathematischer” formulieren.
3P als Abkiirzung fiir probability.



Das verbindet man dann mit den bisher erarbeiteten Begriffen wie Ergebnis, Ergeb-
nismenge, Ereignis und Ereignisraum.

Da wir uns zunéchst auf abzéihlbare (meistens sogar endliche) Ereignismengen (2
beschriinken, reicht die folgende Variante des Wahrscheinlichkeitsbegriffs:*

Wahrscheinlichkeitsverteilung eines Zufallsexperiments

Q = {ey,eq,€3,...} ist die abzihlbare Ergebnismenge eines Zufallsexperimentes
mit Ereignisraum €& C P(Q2). Dann heiit P eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung des Zufallsexperiments, wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind:

[. Fiir alle Ergebnisse e; gibt es eine Wahrscheinlichkeit p; = P(e;) mit
O0<p <1

I pp+po+p3s+...=1

IIT. Ist A € & ein Ereignis, also insbesondere eine Teilmenge von (2, dann ist

P(A): Zpi

e;€EA

(Q, &, P) zusammen heifit dann Wahrscheinlichkeitsraum.

Oft ist &€ = P(Q) und & enthélt alle Teilmengen von 2. Dann schreibt man kiirzer
(2, P) fiir den Ereignisraum.

Beispiel 3. Die Beispiele aus dem vorigen Abschnitt erfiillen die Eigenschaften einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung!

Man kann somit die Wahrscheinlichkeit spezieller Ereignisse berechnen:

e Mit einem gewohnlichen Wiirfel eine 1, 2 oder 3 zu wiirfeln entspricht dem
Ereignis A = {1,2,3}. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist P(4) =+ + ¢ + & = 3.

e Die Wahrscheinlichkeit mit dem dritten Gliicksrad F oder G zu drehen entspricht
der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A = {F, G}, also P(A) = 3 + 2 = 3.

1.3 Erste Rechenregeln

Aus den Eigenschaften 1-3 folgen direkt einige naheliegende Rechenregeln:

1. Wegen Eigenschaft II und III ist | P(2) = 1

2. Fiir zwei disjunkte® Ereignisse A und B gilt wegen Eigenschaft III:

P(AUB) = P(A)+ P(B) (Spezieller Additionssatz)

4Die Eigenschaften 1-3 sind vereinfachte Varianten der Kolmogorov-Axiome. (Andrei Nikola-
jewitsch Kolmogorow, *1903/11987, wikipedia: Andrei Nikolajewitsch_Kolmogoro)

Sdisjunkt bedeutet, dass A und B keine gemeinsamen Ergebnisse als Element besitzen, also
ANB=0g.
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3. Aus AUA = Qund AN A = @ folgt mit 2 und 1

P(A)=1—-P(A) (Wahrscheinlichkeit des Gegenereignisses)

4. Aus 3 folgt insbesondere | P(&) = 0

5. Gilt fiir zwei Ereignisse B C A, dann ist A = BU (A \ B) eine disjunkte
Zerlegung von A. Insbesondere liefert 2 in diesem Fall

P(A\ B) = P(A)— P(B)|  (wenn B C A)

6. Wenn die Ereignisse A und B nicht disjunkt sind,
dann ist

AUB = (A\(ANB))U(ANB)U(B\ (AN B))

eine disjunkte Zerlegung mit (AN B) C A und
(AN B) C B, vgl. mit der Skizze.

Damit gilt

P(ANB) 2 P(A\ (AN B)) + P(AN B) + P(B\ (AN B))
2 (P(A) = P(AN B)) + P(AN B) + (P(B) — P(AN B))

=P(A)+ P(B)— P(AnB).

Zusammengefasst gilt:

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) (Additionssatz)

1.4 Laplace-Experimente

Die Laplace-Experimente sind wichtige Spezialformen von Zufallsexperimenten.®

Ein Zufallsexperiment mit endlicher Ergebnismenge 2 = {eq,es,...,e,} heift
Laplace-Experiment, wenn alle Ergebnisse die gleiche Wahrscheinlichkeit haben,
namlich

1
bi = —
n

Beispiel 4. Der Wurf eines gewohnlichen Wiirfels (p; = %), der Minzwurf (p; =

%), das Gliicksrad 1 (p; = %) und das Ziehen von Kugeln aus einer Urne (p; =
ﬁ) sind Laplace-Experimente.
nz. der Kugeln

6Pierre-Simon Laplace *1749/11827, wikipedia: Pierre-Simon_Laplace
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Wegen der einfachen Ergebniswahrscheinlichkeiten erhélt man die Wahrscheinlichkei-
ten von Ereignissen, indem man dieses "abzéihlt”:

(4) Anzahl der Ergebnisse, fiir die A eintritt =~ #A
p —= —

Anzahl aller moglicher Ergebnisse #Q

Diese Formel heifit auch Laplace-Formel.

2 Mehrstufiger Zufallsversuche und Wahrscheinlichkeitsbdume

Bisher wurden Wahrscheinlichkeiten einfacher Zufallsexperimente behandelt. Das
wird nun auf mehrstufige Experimente erweitert. Dabei wird das Baumdiagramm
eine wesentliche Rolle spielen.

Als Einstieg wird der Wurf mit einem quaderférmigen Wiirfel (zwei kleine und 4
goBere Seiten) mit dem anschlieBenden Wurf einer verbogenen Miinze kombiniert.

e Fiir das Wiirfelexperiment ist €; = {1,2,3,4,5,6} mit p; = ps = 0,08 und
P2 =p3 =ps=ps; =021
e Fiir das Miinzexperiment ist 2y = {Z, K'} mit px = 0,4 und pz = 0,6

Nutzt man einen empirischen Zugang mit insgesamt 1000 kombinierten Wiirfen,
dann bedeutet das z. B.:

e In 21% aller Wiirfe wird durchschnittlich eine 2 gewiirfelt, das sind hier dann
210 2er-Wiirfe.

e Auflerdem wird in 40% aller Wiirfe mit der Miinze Kopf geworfen.
Das sind von den 210 2er-Wiirfen dann 84 Wiirfe, die mit einem Kopf-Wurf
kombiniert sind.

e Bei insgesamt 1000 Wiirfen hat man also 8,4% (2, K)-Wiirfe.

Das gleiche Ergebnis erhélt man, wenn man p, - px berechnet: py - px = 0,21-0,4 =
0,084.

Um das zu systematisieren ergénzt man das bekannte Baumdiagramm durch die
Wahrscheinlichkeiten.

In dem Baumdiagramm beschreibt ein vollstdndiger Pfad von der Wurzel zum Ende
ein Ergebnis des zweistufigen Zufallsexperiments.

1. Pfadmultiplikationsregel
Die Wahrscheinlichkeit eines Ergebnisses eines mehrstufigen Zufallsexpe-
riments erh&dlt man, indem man alle Wahrscheinlichkeiten entlang des
vollstéandigen Pfades, der dieses Ergebnis beschreibt, multipliziert.




04 e P(1Z) = py - py = 0,08- 0,6 = 0,048

(D x: @ PLK) = pr - pre = 0,08 - 0,4 = 0,032

0.4 e P(2Z) = py - py = 0,21 -0,6 = 0,126

0,08 (2) X @ P2K) = ps - pic = 0,21 - 0,4 = 0,084
021 gy e P(37) = ps - py = 0,21-0,6 = 0,126

o © 06 e P(3K) = ps - pxc = 0,21 - 0,4 = 0,084
0,21 04 e P(4Z) = ps-py = 0,21 -0,6 = 0,126
072 X @ P(4K) = ps - prc = 0,21 - 0,4 = 0,084

0.08 04 e P(5Z) = ps - pzy = 0,21 - 0,6 = 0,126
&) X: @ P(5K) = ps - pxc = 0,21 - 0,4 = 0,084

0.4 e P(6Z) = ps - py = 0,08 0,6 = 0,126

O 0% @ P(6K) = ps - pc — 0,08 0,4 = 0,084

Aus den Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten ergeben sich folgende Regeln im
Umgang mit Baumdiagrammen:

2. Pfadaddition:
Die Wahrscheinlichkeiten vollstéindiger Pfade werden addiert.

. Erste Vollstiandigkeitsregel:
Die Wahrscheinlichkeiten der Aste, die von einem Knoten ausgehen addieren
sich zu 1

. Zweite Vollstandigkeitsregel:

Startet man von einem Knoten, dann addieren sich die Wahrscheinlichkeiten
aller von dort startenden vollstdndigen Pfade zu 1

Beispiel 5. Aus einer Urne mit vier Kugeln (nummeriert mit 1, 2, 3 und 4) wird
ohne Zuriicklegen so lange eine Kugel gezogen, bis eine 2 erscheint.

Da die Anzahl der Kugeln sich nach jedem Zug dndert, éndern sich auf jeder Stufe
auch die Wahrscheinlichkeiten. Wir wiihlen in jeder Stufe = {2,2}. Das zugehérige



Baumdiagramm ist dann

P(2in Zug 1) = §

P(2in Zug2) =34

Man iiberzeugt sich davon, dass die Vollstandigkeitsregeln erfiillt sind.
Man kann nun die Wahrscheinlichkeiten verschiedener Ereignisse berechnen.

7. B. E :”Die 2 wird spéatestens im dritten Zug gezogen”:
P(E) = P(2in Zug 1) + P(2 in Zug 2) + P(2 in Zug 3) = 2.

Beispiel 6. Wieder wird die Urne aus dem vorigen Beispiel genuzt und wieder soll
die 2 gezogen werden. in diesem Zufallsexperiment wird die gezogene kugel jedes Mal
wieder zuriickgelegt, sodass die Urne nie leer wird. Dadurch wird der Baum nicht
enden, denn es kann ja passieren, dass in jedem Zug eine 1, 3 oder 4 gezogen wird.
Auflerdem ist die Wahrscheinlichkeiten auf jeder Stufe identisch:

P(2in Zug 1) = 1

3_ 3
1716
P(2in Zug 3) = 1 - (2)2 2

. 2\ 3
P(2in Zug 4) = i ) (i) = 22576

Hier kann man allgemein die Wahrscheinlichkeit dafiir angeben, dass die 2 im k-ten
Zug gezogen wird:

P(2in Zug k) = i . (%)k_l.

Die Wahrscheinlichkeit fiir E} :”Die 2 wird spétestens im k-ten Zug gezogen” be-
rechnet man wie im vorigen Beispiel:”

TAn der Stelle () wird die geometrische Summenformel verwendet:

N
—

k1 _ 1—d"

1—g¢q

" =1+q++...+¢" 7 +q¢

~
Il
o



P(Ey) = P(2in Zug 1) + P(2 in Zug 2) + P(2 in Zug 3) + ...+ P(2 in Zug k)
1 1 3 1 /3\2 1 /3\F-1
it @) e ()
:1. 1+§+(§)2+ +(§)k_1)
4 4 4 4
w1 1=
4 1-3

Die Frage ”Wird die 2 irgendwann gezogen”, ist eher theoretischer Natur.® Dennoch
kann man sich dieser Frage theoretisch ndhern: Man kann das zugehorige Ereignis
mit F, identifizieren und dessen Wahrscheinlichkeit mit dem Wert klim P(E}):

— 00

P(Ex) = lim P(E) = lim (1— (Z)k> ~1- lim (ﬁ)k:1—0:1

k—o0 k—oo \4

Das bestétigt auch die zweite Vollstéandigkeitsregel fiir das unendlich grofle Baumdia-
gramm.

Der "Restbaum” sieht immer aus wie der gesamt Baum, egal von welchem Knoten
man startet. Deshalb wird auch die erste Vollstandigkeitsregel bestétigt.

3 Wahrscheinlichkeit einer Zufallsvariable

Gegeben ist eine Zufallsvariable X : €2 — R zum Zufallsexperiment mit der
abzédhlbaren Ergebnismenge 2. Weiterhin ist auch eine zugehorige Wahrschein-
lichkeitsverteilung P gegeben.

Dann liefert das eine Wahrscheinlichkeitsverteilung Px : R — [0, 1] durch
Px(k)=P({e€Q|X(e)=k}) =P(X =k).

Das heifit: die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass X = k eintritt ist gleich der
Wabhrscheinlichkeit des Ereignisses Ej, C €2, wobei Ej, = {e € Q| X (e) = k} alle
die Ergebnisse enthélt, die durch X auf k abgebildet werden.

Insbesondere ist Px (k) = 0, wenn k durch X gar nicht getroffen wird.

Durch die alternative Schreibweise Px (k) = P(X = k) lassen sich Ereignisse sehr
elegant formulieren, siehe unten.

8 Anschaulich ist klar, dass irgendwann 2 gewiirfelt wird, man muss ja nur beliebig oft wiirfeln.
Da man praktisch aber immer nur endlich viele Wiirfe durchfiihren kann, kann es wirklich passieren,
dass nie die 2 fallt.



Ein Ergebnis e € ) kann durch X nicht auf zwei verschiedene Bilder abgebildet
werden. Daher ist stets Ey, N By, = @. Mit dem Additionssatz ergeben sich deshalb
folgende Rechenregeln:

Py <X<hk)= Y PX=( Plk<X<k)= > PX=)

k1<t<ko k1 <t<ko
Py <X <hk)= Y PX=0 Ph<X<hk)= Y PX=0
k1 <tb<ko k1 <tb<ko
P(X <k)=)» P(X P(X>k)=)» P(X =1
1<ks 0>k
P(X <k)=>» P(X P(X>k)=)» P(X=1
(<ko >kq

Auflerdem gilt
» P(X =
keR

sowie etwa

P(X<k)=1-P(X>k).

Hinweis: Ist 2 sogar endlich, dann ist auch die Menge der von X getroffenen Werte
endlich. Damit sind dann auch die Summen alle endlich!

Die Definition im obigen Kasten klingt zunéchst etwas kompliziert. Sie ist jedoch
sehr natiirlich und entspricht dem, was man bisher gemacht hat. Zur Illustration
kann das folgende Beispiel hilfreich ein.

Beispiel 7. 1. Betrachtet wird der Wurf eines einzelnen Wiirfels mit der Er-
gebnismenge 2 = {1,2,3,4,5,6}. Die Zufallsvariable X : Q — R ist durch
X (i) = (i — 3)* gegeben.

Die zugehorige Ereignistabelle kann man durch die Wahrscheinlichkeiten ergéinzen:

k| Ex={e| X(e) =k} | #E, | P(X =k)
0 {3} 1 3
1 {2,4} 2 3
4 {1,5} 2 3
9 {6} 1 3

Einige Ereignisse sind:

e PX<9)=PX=0)+PX=1)4+PX=4)=¢+s+35=2
(Die Wahrscheinlichkeit, dass X kleiner als 9 ist, betrégt ca. 83%)
e P(IX-3]<2)=P(X=1)+P(X=4)=3+3=2

(Die Wahrscheinlichkeit, dass X von 3 hochstens den Abstand 2 hat,
betrigt ca. 67%)



e P(IX-3|<2)=P(X=4)=3
(Die Wahrscheinlichkeit, dass X von 3 einen Abstand kleiner als 2 hat,

betrigt ca. 33%.)

2. Beim Wurf mit zwei Wiirfeln ist Q = {ij|1 < ¢ < 6,1 < j < 6}. Hierbei
handelt es sich um ein Laplace-Experiment, da jeder der 36 Wiirfe gleich

wahrscheinlich ist mit p;; =

L
36

Die Zufallsvariable X : 2 — R ordnet jedem Wurf die Summe der beiden Werte
zu, also X (ij) = i + j. Weiter oben haben wir bereits die einem Bild k € R
zugeordneten Ereignisse gesammelt und konnen nun die Wahrscheinlichkeiten
P(X = k) ergénzen.

Es gilt z. B.

k| Ex={e|X(e) =k} | #E | P(X =k)
2 {11} 1 3=
3 {12,21} 2 =
4 {13,22,31} 3 =
5 {14,23,32,41} 4 3
6 | {15,24,33,42,51} 5 =
7 | {16,25,34,43,53,61} | 6 i
8 {26, 35, 44,53, 62} 5 2
9 {36,45, 54,63} 4 i
10 {46, 55,64} 3 =
11 {56, 65} 2 =
12 {66} 1 3=

e PB<X <T7)=P(X=4)+P(X =5)+P(X =6)=3

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Augensumme gréfler als 3 und kleiner
als 7 ist, betriagt ca. 44%.

e P(X<10)=1-P(X>10)=1- (P(X=11)+P(X =12)) =4

12

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Augensumme hochstens 10 ist, betragt

ca. 92%.
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