Frank Klinker

Quadratische Gleichungen

Teil 2: Die Normalform, die quadratische Ergdnzung und die pg-Formel

1 Die Normalform einer quadratischen Gleichung

Wir sehen uns nochmal die Gleichung

(5) | 7(x+4)% — 100 = —37

an, die in Scheitelpunkt vorliegt. Wir klammern aus und vereinfachen:

7(x+4)* =100 = =37 |© (Binomische Formel)
7(2® + 8z + 16) — 100 = =37 |© (ausklammern)
72?4562 + 112 — 100 = =37 |© (zusammentassen)

Ta? + 56w + 12 = =37 | 437

72% + 56z + 49 = 0

Man kann jede quadratische Gleichung aus der Scheitelpunktform in so eine ”sehr
aufgerdumte” Form iiberfithren. Deshalb bekommt sie einen eigenen Namen:

Die Normalform einer quadratischen Gleichung

Eine quadratische Gleichung lasst sich immer in der Form

ar? +bxr+c=0

schreiben. Dabei sind a, b und c feste Zahlen.

Diese Darstellung einer quadratischen Gleichung heifit Normalform.

2 Von der Normalform zur Scheitelpunktform: die quadra-
tische Erginzung

Um so quadratische Gleichung, die in Normalform vorliegt, zu l6sen, konnen wir
die Rechnung von oben riickwérts machen. Dadurch iiberfithren wir die Gleichung
zunéchst in die Scheitelpunktform. Anschliefend kénnen wir dann wie in Beispiel
(5) vorgehen.
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Um diese " Riickwirtsrechnung” machen zu kénnen, erinnern wir uns an die binomi-
sche Formeln:

w? £ 2uv+0? = (utv)?.

Damit kénnen wir ausgehend von der Normalform die Scheitelpunktform herleiten:

ax’ + bx + ¢

‘Klammere a aus

b
= a(a:Q —+ —l’) +c |schreibe komplizierter
a

schreibe komplizierter
durch geschicktes Ergéinzen

b
= a(a:Q—i—Q—:I;) +c
2a

=a ’1‘2—{—2£T—|— (b>2— (b>2 +c
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Klammere den letzten
Summanden aus

2 b b \2 b \2 vereinfache den
=aqalx” + 2—u + (7) — a( > +c letzten Summanden
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Diese etwas kompliziert aussehende Rechnung heifit quadratische Erginzung.
Das liegt an dem dritten Schritt, in dem man durch geschicktes Ergédnzen ein Binom
erhélt.

Beispiel 1. a) Wir berechnen die Scheitelpunktform und Losungen der Gleichung
202 — 8x — 42 = 0:
207 — 8r — 42 =0
2(x? —4x) — 42 =0
2(2? —dx +2°—2%) —42=0
2(z% —dx +4) —8—42=0
Dies ist die SPF.

2(r —2)*=50=0
2(z — 2)? = 50
(x—2)2=25

Ab jetzt 16sen + 50

}:2

s

T —2=+v25 oder x —2=—v25

r—2=5 oder xt —2=-5

=7 oder x = —3

| +2

}Die Losungen!

b) Wir berechnen die Scheitelpunktform und Losungen der Gleichung —5x2 — 30z +

135 = 0:
—522 —30x +135=10



—5(x* +62) + 135 =0
—5(z? +62+3>—3*)+135=0
—5(z* +62+9)+45+135=0

Dies ist die SPF.
Ab jetzt l6sen ‘ — 180

—5(z+3)*+180 =0
—5(z +3)% = —180 |1 (=5)
(z+3)* =36 I/~
r+3=136 oder x+3=—-v36
z+3=06 oder z+3=—6 | -3

r =3 oder x = -9 ‘Die Lésungen!

Die quadratische Ergédnzung ldsst sich in einem einfachen Algorithmus zusammen-
fassen, der uns aus der Normalform die Scheitelpunktform gibt:

Der ”—%—Algorithmus” zur quadratischen Erginzung

Liegt die quadratische Gleichung in Normalform
ar’* +bx+c=0
vor, dann erhalten wir die Scheitelpunktform
a(z — z,)* +ys =0,
indem wir wie folgt vorgehen:

b

e Berechne z, = ~%g
a

e Damit berechne dann y, = ax? + bz, + ¢

e Ubernehme a

Beispiel 2. a) Wir berechnen die Scheitelpunktform von 2% — 8z — 42 = 0 mit
dem Algorithmus:

Es ist a = 2,b = —8 und deshalb
b -8

_—_ = =9
2a 2.2 ’
Yo =212 — 82, —42=2-22-8.2-42=8—16—42 = —50.

Trs =

Das gibt die Scheitelpunktform
2(x —2)>=50=0.
Die Losungen ergeben sich dann wie in Beispiel 1.a) zu 7; —3.

b) Wir berechnen die Scheitelpunktform von —5x? — 30x + 135 = 0 mit dem Algo-
rithmus:



Es ist a = —5,b = —30, also
b -30

20 2-(—5)
Y, = —br? — 307, + 135 = =5 (=3)* =30 - (=3) + 135 = —45 + 90 + 135 = 180.

Ty = = -3,

Das gibt die Scheitelpunktform
—5(z+3)*+180=0.
Die Losungen ergeben sich dann wie in Beispiel 1.a) zu 3; —9.

Wir berechnen die Scheitelpunktform von —z% + 8z — 16 = 0 mit dem Algorith-
mus:

Es ist a = —1,b = 8, also:
b 8

T2 2-(-1)
ysz—x§+8xs—l6:

=4

Ty = )

—424+8-4—-16=-16+32—-16=0.

Das gibt schliellich die Scheitelpunktform

—(x—4)>=0.
Wir 16sen die Gleichung:
—(z—4)=0 |:(-1)
(z—4)?=0 |/
r—4=+0

r—4=0 |+4
=4 |Hier nur eine Losung!

Wir berechnen die Scheitelpunktform von z? + 10z + 40 = 0 mit dem Algorith-
mus:

Es ist a = 1,b = 10, also

b 10
- =_5,

ys = 22 + 102, +40 = (=5)? + 10 - (=5) +40 = 25 — 50 + 40 = 15.
Das gibt die Scheitelpunktform
(x—5)*+15=0,
die wir losen:
(z —5)*4+15=0 | —15
(z—5)* =15 N
r—5=+v—-15 oderx — 5= —v—15 |Hiermmsung!
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3 Ein Spezialfall und die pg-Formel

Wir sehen uns den Spezialfall einer quadratischen Gleichung an, in der a = 1 ist.
Um diesen Fall hervorzuheben, schreiben wir p und ¢ statt b und c:

2 +pr4+q=0.

Der obige Algorithmus liefert uns fiir die Scheitelpunktform:

Damit berechnen wir

2 2 2
= 2 _ _1_7>2 .<_1_9> _r_r, . _
Ys = T T PTs + ¢ (2 +p 5 +4q 1 2+q 4+q
P\ 2
()
Zusammen gibt das die Scheitelpunktform
RO
<x+2 +q 5 .
Diese Gleichung l6sen wir nun:
3) - (5) = o (3)
<x+2 +4q 2 0 q+ 2
VAN
(r+5) = (5) - v
p_ L p_ (7_9)2 _p
x—i—2 (2) q oder £E+ = 5 5

2 /
:———|— (12)) — g oder x_— g

Die ”pg-Formel” zum Lésen quadratischer Gleichungen

Diese Formeln sind sehr praktisch, wenn man quadratische Gleichungen losen
mochte. Aus diesem Grund hat sie einen eigenen Namen: pg-Formel

Die Losungen der Gleichung
P +pr+q=0

sind

P P\?
-2+
Ty 5) 1

Bemerkung 3. Ist die Gleichung in der Form az? + bx 4 ¢ = 0 gegeben wobei
a # 1 ist, dann kann man die pg-Formel trotzdem verwenden:

c
Dazu berechnet man p = — und ¢ = — und setzt das in die pg-Formel ein.
a a




Beispiel 4. a) Wir suchen die Lésungen von z? + 8z — 48 = 0.

Hier ist p = 8 und ¢ = —48 und damit berechnen wir die Lésungen der
Gleichung:

=56
= N
= —4+16 + 48

— 4464
— 448

r =4 oder x = —12 Die Losungen!

b) Wir suchen die Lésungen von 22 + 10z + 40 = 0.
Hier ist p = 10 und ¢ = 40 und damit sind die Losungen

P P\?
--543)
Ty 7) — 1

2
_ 10, <E> — 40
2 2
— 54 /25— 40

=—-5% V —15 |Es gibt keine Losung

c) Wir suchen die Lésungen von —5x% — 30x + 135 = 0.
Hier ist a = —5,b = —30,¢ = 135 und deshalb p = g = __—35? = 6 und

q=:= 1_—35 = —27. Damit berechnen wir die Losungen der Gleichung:
P P\?
-2+
T 2) 1

N
= —34+9+27

— 3+36
— 346

=3 oder x = -9 Die Losungen!

d) Wir suchen die Lésungen von —z% + 8z — 16 = 0.

Hier ist a = —1,b = 8, ¢ = —16 und deshalb p = g = % =-8und ¢ = ¢ =
:—116 = 16. Mit diesen Werten erhalten wir die Losungen der Gleichung:



-8 —8\2
=5 +y(5) -1
=44++16 — 16
=440

=440

r=4 |Die einzige Losung!
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